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162 W.-W. BEMAYN

premiers principes leur est avant tout indispensable. Mais ce
n’est pas une raison pour ne pas cultiver chez eux lintuition,
car ils se feraient une idée fausse de la science s’ils ne la regar-
daient jamais que d’un seul ¢oté, et d'ailleurs ils ne pourraient
développer chez leurs éleves une qualité qu'ils ne posséderaient
pas eux-meémes.

Jai éerit un bien long article sur une question bien abstraite
et bien générale. Pour que le lecteur me le pardonne, je vais
¢noncer quelques conclusions précises.

En spéciales et dans la premiere année d’Ecole polytechnique,
on ne parlera pas des fonctions sans dérivées, on n’en parlera
que pour dire : il peut v en avoir, mals nous ne nous en occupe-
rons pas.

La premicre fois qu'on parlera aux éleves des intégrales, il
faudra les définir par les surlaces, et ce n’est que quand ils auront
pris beancoup d'intégrales (u’on leur donnera la définition
rigoureuse.

. Poixcarg (Paris).

UN CHAPITRE

D E

[’HISTOIRE DES MATHEMATIQUES (")

ginal,

IAcadémie royale des sciences et leltres de Danemark a publié

Le 1o mars 1897, un siecle apres la présentation de l'ori

une traduction francaise d’un mémoire de YWessel intitulé : « Om
« Direktionens analytiske Betegning et Forsaeg, anvendt fornem-
« melig til plane og spheriske Polygoners Opl@sning » ou, Un
essal sur la représentation analythue des directions avec des

() Cette étude si intéressanie de M. Beman sur le Mémoire de Wessel a fait
I'objet- d'une communication au Congrés de I'association américaine pour lavan-
cement des sciences, & Detroit (18¢7). Les lecteurs de I Enscignement mathématique
prendront connaissance, avec grand intérét, de la traduction francaise dontl
M. Berdellé a bien voulu se charger, & l'intention de notre Recueil.

La DirkcrION.
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applications, en particulier a la résolution des polygones plans
et sphériques.

Cet écrit, qui traite de la représentation géométrique des
(uantités imaginaires, qui fut lu plusieurs années avant le fameux
essal d’Argand, et qui parle sur ce sujet d'une fagon tout a fait
exacte, resta enterré dans l'oubli pendant pres d'un siecle, jus-
qu'au moment ou il en fut tiré, en 1895, par une these de
S.-D. Christensen sur le développement des Mathématiques en
Danemark et en Norwege pendant le xvin® siecle.

En considérant que ce mémoire de Wessel est relativement
encore inconnu, j'ai pensé qu’il ne serait pas sans intérét de
composer la présente esquissc sur le développement du traite-
ment géométrique des (uantités imaginaires, particulierement
dans la derniere partie du xvin® siecle et la premiere du xix®,

Nous trouvons que la racine carrée d’une quantité négative
apparait pour la premiere fois dans la Stéréométrie d’Héron
(100 ans avant Jésus-Christ). Apres avoir donné une formule
correcte pour la détermination d'un tronce de pyramide a base
carrée et l'avoir appliquée avec succesau cas olt le coté de labase
inférieure est 1o, celui de la base supérieure 2 et l'aréte laté-
rale 9, lauteur s’efforce de résoudre le probleme pour le cas ou le
coté de la base inférieure est 28, celui de la base supérieure 2 et 1'a-

réte latérale 15, Au lieu de la racine carrée de 81 — 144 indiquée
. , \ I
par laformule il met celle de 144 — 81 et la pose égale a8 — 5

c¢’est-a-dire il remplace y— 1 par 1 et ne songe pas a observer
que le probleme est impossible. Cette méprise est-elle due a
Héron ou a l'ignorance d’un copiste, ¢’est ce qu'on ne saurait
déterminer.

Dans la solution du probleme : trouver un triangle rectangle
dont le périmetre est 12 et l'aire 7. Diophante, dans son Avith-
métique (3oo ans aprés J.-C.) résoud Iéquation 336 2* 4 24
= 172 & et dit que I"équation ne peut étre résolue a moins d'ad-
mettre que la moitié du coeflicient de x diminué du produit par
24 du coefficient de 27, puisse étre un carré. Mais on ne fait pas
remarquer que la valeur de @ dans cette équation renferme le
carré d'une quantité négative.

Bhaskara, né 'année du Seigneur 1114, dans son chapitre Vija
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Ganita eut I'habileté de faire faire un pas a la question. 11y donne
cette regle :

« Le carré d’un nombre positif, etde méme celui d'un nombre
« négatif, est positif, et la racine d’un nombre positif a deux
« valeurs, une positive et une négative. Il n’y a pas de racine
« d'un nombre négatif, et un tel nombre ne peut étre un
« carré. »

Le premier mathématicien qui a eu le courage de se servir
effectivement dans le calcul de la racine carrée d’un nombre
négatif fut Cardan. A une époque antérieure il avait déclaré que
de pareilles quantités étaient tout a fait impossibles, mais dans
son Ars Magna, 1545,11 discuta le probleme : partager 10 en deux
parties dont le produit doit étre 4o, et il obtint les deux valeurs
5+ V—1h et 5 — ¢/ — 15. Il les vérifia par la multiplication,
mais 1l appela de pareilles quantités sophistiques, attendu qu’on
ne peut admettre de calculer avec ces nombres comme avec des
nombres purement négatifs ou d’autres, ni de leur attribuer une
signification.

Bombelli, dans son Algebre, 1572, donne nombre de regles
sur 'usage de quantités telles que @ 4~ b V— 1, mais sans faire le
moindre effort pour éclaircir leur nature.

Girard sait que chaque équation a un nombre de racines égal
a son degré, par conséquent il reconnait 'existence de racines
imaginaires. Dans son /ngention nouvelle en U'Algebre, 1629, en
discutant les racines de 'équation 2" — 4o -+ 3 =o0, 1l demande
quelle pouvait étre l'utilité de racines telles que — 1 - {/—2 et
— 1 —{/—2; il répond qu’elles montrent la généralité de la loi
de formation des coellicients, et qu’elles sont utiles pour cela
meéme.

Descartes, dans sa Géométrie, 1637, n’émet pas d’idées neuves
a ce sujet, mais il est le premier a appliquer les termes de réel
et d’'imaginaire pour marquer la différence entre les racines d’une
équation.

Wallis, dans son Trasé d'Algebre, 1685, mena 'avant-garde
dans les efforts faits pour interpréter géométriquement les racines
carrées des nombres négatifs. Dans son chapitre LXVI, 1l dit :

« Ces quantités imaginaires, comme on les appelle communé-

« ment, provenant de la racine supposée d’'un carré négatif (si




UN CHAPITRE DE L'HISTOIRE DES MATHEMATIQUES 165

« toutefois il ven a) sont réputées nous montrer quand le casest
« 1mpossible.

« Etil en est en effet ainsi d’apresla notion premiere et stricte
« de ce qui nous est proposé. Car il n'est pas possible qu’un
« nombre (positif ou négatif) multiplié par lui-méme puisse pro-
« duire par exemple — 4. Le méme signe, que ce soit - ou —,
« ne peut produil'e que —, et par conséquent pas — 4.

« Mais 1l est aussi impossible qu'une quantité, méme sans
« supposer (que ce soit un carré, puisse étre négative. Car 1l
« n’est pas possible qu'une grandeur soit plus petite que rien,
« (uun nombre soit moindre que zéro.

« Et pourtant cette supposition (de quantités négatives) n’est
« pas tout & fait aussi inutile ou absurde, si elle est bien com-
« prise. Et bien que la simple notation algébrique signifie une
« quantité plus petite que rien, pourtant quand elle sert a une
« application physique elle indique une quantité aussi réelle que
« celle qui aurait le signe 4, mais devra étre interprétée dans
« un sens opposé. »

Il éclaireit cela au moyen de distances mesurées en avangant
ou en reculant sur la ligne droite d'un chemin ovdinaire, puis
1l dit :

« Maintenant ce qui est admis pour les lignes, doit, par la
« méme raison, I'¢tre pour les plans, »

Ayant de la sorte justifié l'existence de plans négatifs, il con-
liue ainsi : “

« Mais maintenant (en supposant cette surface plane négative
« de — 1600 perches en forme de carré) ne faut-il pas que ce
« carré supposé ait un c6té P Lt s'il en est ainsi, quel est ce
« cote?

« On ne peut dire ni que c¢’est 4 40, ni que c¢’est — 4o. Mais
on peutl)]_u_tﬁt dire que ¢’est V— 1 600, ou 10 \/:——_16, ou 20 V:Z
ou 4oy —1.

« Le indique une moyenne proportionnelle entre la quan-
té positive et la quantité négative. Or il est clair que Vbe indique
« une moyenne p_ro_p—ortionnelle entre 4 4 ¢t -+ ¢, ou entre — /)
« et —c. Ainsi{/— bc signifie une moyenne proportionnelle entre
« 4+ bet—c ouentre — b et - ¢. »

Dans le chapitre LXVII, Wallis donne un exemple géométrique
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d'une movenne proportionnelle, présentant Ve comme un sinus
dans un cercle dont le diametre est b ——c. Apres 1l trouve la base
d'un triangle, étant donnés les deux cotés de I'angle opposé a
cette base et a la hauteur partant de cet angle. Prenant AP = 20,
PB =15 et la hauteur PC == 12, au movendu triangle PCB rec-
tangle en C, il obtient deux valeurs réelles de la base AB. Aprés
cela, posant AP = 20, PB = 12, et la hauteur PC = 13, il trouve
pour cette base des valeurs imaginaires. Il les interprete ainsi :

« Cette 1mpossibilité algébrique accuse une impossibilité dans
« le cas géométri([ue proposé, et montre que le point B ne peut
« se trouver dans la ligne AC tracée d'abord (en avant ou en
« arriere) a partir de A.

« Cependant ces points sont [hors de cette ligne, mais: sur le
« méme plan. Sipar chacun d’euxnoustracons leslignes AP et BP,
« nous avons un triangle ol les cotés AP, BP satisfont aux con-
« ditions, et o I'angle PAC et la hauteur PC (sur AC et non
« sur AB)sont tels qu'on les a demandés. »

Dans ce cas, il suppose le triangle BCP rectangle en C. et il
continue

« Et (voir la figure) quoique les deux lignes AB et AB ne
« solent pas (comme dans le premier cas ot elles sont situées
« sur AC) le double de AC, pourtant la ligne de base ouse trou-
« vent A3 et A% est le double de AC. c¢’est-a-dire sia chacun de
« ces AB nous joignons Ba égale a l'autre de ces lignes, et avece
« la meéme déclivité, laligne ACa (distance de Ax) seraune ligne
« droite égale au double de AC, comme l'est ACax dans le pre-
« mier cas. La plus grande différence est ceci, que dans le premier
« cas les points B et B se trouvant sur la ligne AC, les lignes AB
« et AB n’en forment qu’une seule avec celle de la base, mais
« que cela n'existe pas dans le dernier cas o B et B sont élevés
%et 3 (les points qui leur correspondent dans la
« ligne de base, au-dessus desquels ils sont élevés) de telle maniere

« au-dessus de

« ue le cas devienne possible (c¢’est-a-dire dans la relation ot le
« sinus-verse de CB est avec le diametre PC). Mais dans les
« deux cas ACz (la base de ABz) est égale au double de AC. »
« De maniére que, tandis que dans le cas des racines négatives
« nous sommes a dire (ue le point B ne peut étre trouvé, comme

« nous le supposions, en avant de A, dans la ligne AC, mais bien
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« en arriere, dans la méme ligne, il faut dire ici, dans le cas
« d’une racine de carré négatif que le point B ne peut étre trouve
« dans la ligne AC, mais au-dessus de cette ligne, dans le méme
« plan. Jai bien plus largementinsisté la-dessus parce que cette
« idée, a ce que je pense, est nouvelle ; et ¢’est la la décla ‘ation
« la plus complete que je puisse imaginer pour expliquer ce
« qu'on appelle communément des racines imaginaires. It celles-
« c¢1 le sont. »

De ces extraits, il résulte que \Wallis possédait, au moins en
germe, quelques éléments de la méthode moderne d’addition et
de soustraction des lignes dirigées.

Mais dans le siecle qui le suivit, aucun progres ne fut fait.

Euler, par exemple, fit largement usage des imaginaives. Pour-
tant, dans son Algebre 17-0,1l fit cette observation :

« Toutes les expressions telles que /—1, /— 2, ete., sont par
« conséquent impossibles. Ce sont des quantités ilmaginaires,
« puisqu’elles représentent des racines de quantités négatives; et
« de pareils nombres on peut dire certainement qu'ils ne sont
« rien, ni plus grands que rien, ni plus petits que rien et qu'ils
« constituent nécessairement l'imaginaire ou I'impossible. »

Le ro mai 1797, un arpenteur du nom de Wessel présenta a
I'Académie royale des sciences et lettres du Danemark un mémoire
« surla représentation analvtique des directions. Il fut 1mprimé
« en 1798 et parut dans le cinquieme volume des Mémoires de
« U'Adeadémie, en 1799.

Caspar Wessel était né le 8 juin 1745 a Jonsrud, en Norwege,
ol son pere était pasteur. Quoique l'un de (uatorze enfants, 1l
recut une assezboune éducation pour entrer cun 1757 a la Haute-
licole de Christiania, et pouraller en 1763 a Copenhague conti-
nuer ses études. En 1764, 1l fut engagé par I'Académie comme
aide pour la triangulation et la préparation de la carte du Dane-
mark, Jusqu'en 1805 1l resta constamnrent au service de I'Acadé-
mie comme arpenteur. Yessel ¢tait hautement estimé de ses
contemporains, et, pour cette ccuvre spéciale, sans compter les
autres services rendus a 1I'Académie, il recut de celle-ci la
médaille d'argent ct le recueil complet de ses mémoires, En 18319
lorsqu’un certain nombre de ces cartes furent déclarées vieillies,

1l fut fait une exception spéeiale pour les déterminations tl‘iqono—
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métriques de Wessel. En 1~~8 il passa un examen en droit romain.
En 18151l fut nommé chevalier de ordre duDanebrog. I1 mourut
en 1818. Quoique bien renommé comme arpenteur, Wessel fut passé
sous silence comme mathématicien. Outre ce fait que cet écrit fut
le premier recu par I’Académie, aucun de ses membres, hors un
seul, ne parla en sa faveur. L’acceptation fut due a Tetens, con-
seiller d'Etat, qui eut a examiner le manuscrit, et dont I’habileté
pour ce genre de service était reconnue. Dans son histoire de
I’Académie des sciences du Danemark, publiéé en 1842, le pro-
fesseur Jirgensen classa Wessel avec d’autres dans la catégorie
suivante : « Les traités des autres mathématiciens sont des mo-
nographies dont la waleur scientifique n’est pas considérable » ou
bien « 1ils sont trop spéciaux pour étre plus amplement men-
tionnés. »

Dans 'introduction de son mémoire, Wessel dit :

« Le présent essai a pour objet la question de savoir comment
« ladirection doit étre représentée analytiquement, c¢’est-a-dire
« comment on devrait exprimer les segments des droites, si 'on
« voulait, au moyen d’une équation unique entre un seul segment
« inconnu et d’autres segments donnés, trouver une expression
« représentant a la fois la longueur et la direction du segment
« 1nconnu.

« Pour pouvoir répondre a cette question, je vais m’appuyer
« sur deux considérations qui me paraissent évidentes. En
« premier lieu, la variation de direction, ¢u’on peut produire
« par des opérations algébriques, doit étre représentée aussi par
« leurs symboles. En second lieu, on ne peut soumettre la
« direction a l'algébre qu’en faisant dépendre ses variations
« d’opérations algébriques. Or, selon la conception ordinaire,
« on ne peut la transformer par ces opérations qu’en la direction
« opposée, ou bien de positive en négative, et réciproquement.
« Il s’ensuit que ces deux directions seulement seraient suscep-
« tibles d’une représentation analyvtique conforme ala conception
« connue, et que la solution du probleme serait impossible pour
« les aatres directions. C’est probablement pour cette raison (ue
« personne ne s’est occupé de cette maticre. Sans doute on ne
« s’est pas cru permis de rien changer & la définition une fois
« adoptée des opérations, A cela il n’v 2 rien & objecter tant que
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la définition est appliquée a des quantités ordinaires; mais 1l
existe des cas spéeiaux ot la nature propre des quantités semble
nous inviter a donner aux opérations des définitions particuliéres.
Alors, si Uon trouve ces définitions avantageuses, il me semble
que Uonne doit pas les rejeter. En effet, en passant de Arithmeé-
tique A l'analyse géométrique, ¢’est-a-dire des opé ations rela-
tives & des nombres abstraits aux opérations sur des segments
de droite, on aura a considérer des quantités qui peuvent avoir
entre elles non seulement les mémes relations que les nombres
abstraits, mais aussi un grand nombre de relations nouvelles.
Essayons donc de généraliser la signification des opérations :
n'en bornons pas, comme on l'a fait jusqu’a présent, 'usage
aux segments de droite de méme sens ou de sens opposés,
mais ¢tendons-en un peu la notion, de facon qu'elles s’appli-
quent, non seulement aux mémes cas (u’auparavant, mais
encore a une infinité d’autres cas. Si, en méme temps quon
prend cette liberté, on respecte les regles ordinaires des
opérations, on ne tombe pas en contradiction avec I'ancienne
théorie des nombres, mais on la développe seulement, on
s'accommode & la nature des quantités, et on observe la regle
générale qui commande de rendre, petit a petit, plus aisée a
comprendre, une théorie difficile. Il n’est done pas absurde
d’exiger qu’on prenne en Géométrie les opérations dans un
sens plus étenda qu’en Avithmétique. On admettra aussi sans
difficulté qu’il sera possible ainsi de faire varier d’une infinité
de manieres la dirvection des segments. Par la précisément,
comme on le démontrera plus loin, non seulement on réussit
a ¢viter toutes les opérations impossibles, et a expliquer ce
paradoxe qu’il faut quelquefois avoir recours a I'impossible
pour chercher le possible, mais encore on parvient a exprimer
la direction des segments de droite situés dans un méme plan,
d’une maniere aussi analytique que leur longueur, sans que la
mémoire soit embarrassée de nouveaux symboles ou de nou-
velles régles. Or il faut convenir que la démonstration générale
de théoremes géométriques, devient souvent plus facile lors-
qu’on sait exprimer la direction d’'une maniére analytique et la
soumettre aux regles des opérations algébriques, que lors-
qu'on est réduit ales veprésenter par des figures qui ne sont
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«

(¢

«

«

«

applicables qu'a des cas particuliers. Il parait donc étre non
seulement admissible, mais méme avantageux de se servir
d’opérations embrassant d’autres segments que ceux qui ont
le méme scns ou le sens opposé.

« Pour ces raisons je me suis proposé :

« 1° De donner des regles des opérations de cette nature;

« 2° D’en montrer, par quelques exemples, l’applicaﬁon aux
cas ou les segments se¢ trouvent dans le meéme plan;

« 3"De déterminer par une méthode nouvelle, qui n’est pas algé-
brique,ladirection des segments situés dans des plans différents;
« 4° D’en déduire la résolution générale des polvgones plans
et des polygones sphériques ;

« 5° De déduire de la méme maniere les formules connues de
la Trigonométrie sphérique.

« Voila, brievement indiqué, le contenu du présent mémoire.
Ce qui m’a donné P'occasion de V'éerire, ¢’est que je cherchais
une méthode qui permit d’éviter les opérations impossibles;
Payant découverte, je I'ai emplovée pour me convainere de la
oénéralité de certaines formules connues. »

C’est dans le mémoire lui-méme qu’il faut voir comment

Pauteur réussit a sortir du plan. Wessel dit:

«

« I’addition de deux segments se fait de la maniere suivante :
on les combine en faisant partir I'un dua point ol 'autre se ter-
mine ; puis on joint par un nouveau segment les deux bouts de
la ligne brisée ainsi obtenue. »

Il étend sa définition a plus de deux segments, et il allirme :
« Dans T'addition des segments, l'ordre des termes est arbi-
traire, et la somme reste toujours la méme. »

La définition du produit de deux segments est particuliéremcnt

I‘Cmar([uable :

«

«

«

« Le produit de deux scgments de droite doit, sous tous les
rapports, étre formé avec l'un des facteurs de la méme maniere
que Pautre facteur est formé avec le segment positil ou
absolu qu’on a pris égal a 1 ; ¢’est-a-dire que :

« 1° Les facteurs doivent avoir une direction telle qu'ils
puissent étre placés dans le méme plan que l'unité positive ;

« 2° Quant a la longueur, le produit doit étre & 'un des facteurs
comme 'autre 'est a 'unité;
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3°En ce qui concerne la direction du produit, sil’on fait partir

« de la méme origine I’ unité pos1t1\e les facteurs et le produit,

« celui-ci doit étre dans le plan de l'unité et des facteurs, et doit

« dévier de 'un des facteurs d’autant de degrés et dans le méme

« sens, que lautre dévie de l'unité, en sorte que l'angle de

« direction du produit ou sa déviation par rapport a unité

« positive soit égale a la somme des angles de direction des
« facteurs.

« Désignons par 4 1 l'unité rectiligne positive, par —- & une

« autre unité perpendiculaire a la premiere et avant méme

« origine : alors l'angle de direction de —~ 1 sera égal a 0°;

« celui de — 1 & 180°; celui de - ¢ a go® et celur de — ¢ a
« — go°ou a270°; et sclon la regle que I'angle de direction du
h / te) O

« produit est égal a la somme de ceux des facteurs, on aur:

(+ 1), (1) = 1 (+ ). (—1)=—1 (—1)(—1)=+41

) b o=F: (Fal—a=—: (=1 (+o=—:

—) 9=+ c (O hg=—1 (o (o=t
(— ). (—z)=—1.

« Il en résulte que = est égal ay— 1 et que la déviation du
« produit est déterminée de telle sorte quon nec tombe en
« contradiction avec aucune des regles d’opérations ordinairves. »

Il est intéressant de remarquer que, tandis que WWessel fait
de laddition et de la multiplication de lignes dirigées unc
matiere a définitions, Argand, dans son fameux mémoire de
1806, Lissal sur une maniére de représenter les quantités ima-
ginaires dans les constructions géométriques, dit : « Certains
points de théorie en algeébre et en géométrie portent sur des
principes admis par 'induction et dont la certitude est établie

plutdt par I'exactitude des conséquences qui en découlent que

~
~

~
~

~
~

par les raisonnements sur lesquels on les fonde. »

Pourtant, dans son dernier envol aux Annales de Gergonne, il

avoue que « 1l n’y aura plus de difliculté si, comme D'a fait
M. Francais, on établit comme définition ce que 'on entend

« par rapport de grandeur et de position entre deux lignes. »
Apres avoir expliqué que si ¢ représente un angle et sin ¢ un

segment ¢gal en longueur a son sinus, positil si 'arc mesuré

se termine dans la premiere demi-civconférence, négatil s’i] se
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termine dans la seconde, ¢ sin ¢ désignera le sinus de 'angle ¢
en direction et en grandeur, Wessel montre qu’un rayon formant
Pangle ¢ avec l'unité positive est égal a cos ¢ 4 ¢ sin ¢. Dans
la multiplication de deux rayons cos ¢ —+ ¢ sin ¢ et cos u—esinw,
1l établit la loi distributive en la tirant des formules :

sin (v -+ «) == sin v cos u -} cos ¢ sin u
cos (v +4 u) = cos ¢ cos u — sin ¢ sin «

au contraire d’Argand qui prend ces lois distributives pour en
tirer les formules trigonométriques.
Une des phrases de cet ensemble mérite d’étre remarquée.

« Mais si'on avait a multiplier des segments de droite qui ne

3
« se trouvent pas tous les deux dans un plan passant par I'unité
« absolue, on ne pourrait appliquer la regle précédente. Clest
« pour cette raison que je ne m’occupe pas de la multiplication
« de pareils segments. »

La maniére de faire la division suit naturellement, et on prouve
que les quantitésindirectes (inverses) partagent avec les quantités
directes cette proprié¢té que si le dividende est une somme, vous
obtenez en divisant chaque terme de cette somme par le diviseur,
plusieurs quotients dont la somme est le quotient cherché.

Puis vient une discussion sur les puissances et les racines
1

établissant ce fait que (cos ¢ - = sin p)m n’a que m valeurs
différentes. Dans le paragraphe sutvant Wessel montre que

Ta m™ puissancc d’une ligne peut é&tre mise sous la forme

, , -1 i S .
g™ & v v ou e représente la longueur et mb langle de dirvec-

tion, et que nous avons ainsi une nouvelle maniere de repré-
senter la direction d’une ligne dans un plan au moyen des
logarithmes naturels. Cette dernitre chose n’est pas dite, mais
il est facile de voir que Wessel était en possession des trois
manieres actuelles de représenter les nombres complexes :

9V-—1

a+ by —1 1(coso -+ V' —1sino) et re

~

Et a la fin de cette section auteur remarque :

« Je présenterai une autre fois, si 'Académie me le permet,
« les preuves complétes de ces théoremes. Ayant rendu compte
« a présent de la maniere dont il faut, selon mot, entendre la
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« somme, le produit, le quotient et la puissance des segments
« de droite, je me bornerai ici a donner quelques exemples de
« l'application de la méthode. »

La premiere application est le théoreme de Cotes qui énonce
et établit préalablement la proposition fondamentale de la
Théorie des équations algébriques. La seconde est la résolution
des polygones plans.

Dans celle-ci se rencontrent des notations caractéristiques. Le
premier coté du quadrilatere pris pour exemple est posé comme
¢gal a 'unité absolue ; les cotés qui suivent en commengant par
celui-ci sont désignés par les numéros II, IV, VI, VIII, tandis que
les numéros I, 11T, V, VII désignent leurs déviations en degrés des
prolongements des cotés précédents, déviations considérées comme
positives ou bien négatives selon qu’elles ont lieu dans le méme
sens que le cours du soleil, ou dans un sens contraire. I, I1I, V"’
VI, sont mis pour les expressions cos I+ ¢ sin I, ete., tandis
que 17, I, V=, VII-/ sont mis pour cos (— I) ¢ sin (— I}, ete.

L’auteur en déduit ces deux formules :

)

11 -+ IV .IIr —+ YVIII .V . VIILIIT. V. VIIU
ILIIVVIT 4+ IV VNI - YIVIP & VIO

o
0

1

et il prouve que deux équations de cette forme suffisent pour la
résolution d’'un polvgone ol il n’y a d’inconnus que trois angles,
ou deux angles et un coté, ou un angle et deux cotés. Immeédia-
tement apres, Wessel attaque le probleme de la représentation
d’'une ligne dans I'espace en placant celle-ci sous forme de rayon
dans une sphere. Prenant trois rayons perpendiculaires (entre
eux! comme axes, il les prend comme unités positives, celui a
gauche étant nommé 1, celul qui avance ¢ et celui qui monte 7,
et établit que e*=—1 et que 7°=-—1. Il conclut que le rayon
dont I'extrémité a pour coordonnées.r, ry et ¢ = doit étre justement
désigné par @ -7y 4¢3, Définissant le plan de r et ¢7 comme
plan horizontal, celui de 7 et v 7 comme plan vertical, il examine
Veffet du mouvement de l'extrémité de cette ligne suivant un arc
de I degrés, parallele au plan horizontal, et il obtient pour
& —+ 1 y -+ ¢35 les nouvelles valeurs

1y + (x 4 z3) (cos I 4~ esinl) = vy 4 cos I — z sinl 4+ ex sinl4-ezcos I
dans lesquels le terme 7,y reste sans changement.

12
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11 indique cette opération par le signe » par exemple
(x 4+ 0y 4 ez)» (cos I + e sin I)

et 1l dit que ce signe est celui d’une multiplication imparfaite
parce que le multiplicande est en dehors du plan du multiplica-
teur (et de I'unité positive). Il appelle Iattention sur ce fait que
les facteurs doivent étre pris en allant de gauche a droite. De
méme sil’extrémité du rayon se mouvait suivant un arc de Il degrés
parallelement au plan vertical, nous aurions : )

X T \ ez} » (cos II 7 sin II) =— <3 X cos Il — y sin 11
( + ‘u + ) i .,)
~+ rx sin I1 4 7y cos II.

Dot 1l suit que
(z 4+ 7y + 25) » (cos I 4 ¢ sin I) » (cos III + ¢ sin I1I)
= (x + 0y 4 23) » {cos <I 4= IH> + ¢ sin (I -+ IIIH
et |
(x + 1y 4 ez) » (cos IT 4 7 sin II) » (cos IV + 7, sin IV)
= (x + 1)y + =3) » [fcos <II -+ IV> -+ 7 sin <II - IV)]

de maniere que

x4 1y +es= (x4 7y 4+ c3)» (cos I 4 esinI)» (cos I — e sin I)
= (x + 1y + e3) » (cos IT + 7 sinlIl) » (cos Il — 7 sin II).

Wessel étudie apres Veffet de rotations alternativement horizon-
tales ct verticales. Représentant par s le rayon dans sa position
primitive et par S dans la position finale, et notant tous les arcs
déerits par les numéros d’ordre I, II, IIl... etc., 1l obtient la for-
mule : :
S=sn» UV » II'» ' » IV/ » V' » VL.

Dans cette formule 1l a observé qu’une réunion de facteurs
pouvaient étre transposés dans le premier membre sous forme
de facteurs réciproques et posés dans le sens inverse. Ainsi

Sy VIT7/"» V7 » VI /' = s» I » Il » 111",

Ces résultats sont applicables a la résolation des polygones
sphériques et a la détermination des propriétés des triangles
sphériques. Dans le cas de polygones plans les numéros 1, I,
III, ete., représentent les angles extérieurs et les cdtés dans 'ordre
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ol ils se suivent, les nombres impairs les angles et les pairs les
cOtés. Supposant les angles et les cotés d’un polygone connus a
I'exception soit d’un angle et de deux cotés, ou de deux angles et
d’un ¢oté, ou de trois angles, ou de trois cotés les parties incon-
nues peuvent étre déterminées par I'équation

sy Un IU»TI» IV Vo YU » ...,.» N =35

oli s est indéterminé et peut étre supposé égal a r, er ou 77,
[ cffet desrotations indiquées est de soumettre cette spheére alter-
nativement i des rotations autour de 1'axe du cercle horizontal
et autour de I'axe du cercle vertical, de maniere que chaque point
de la sphere décrive d’abord un arc de cercle horizontal d’une
ouverture égale a celle du premier angle extérieur du polvgone,
puls un arc vertical égal a 'angle que forme le premier coté, puis
encore un arc horizontal d’ouverture égale a celle du second
angle extérieur, etec. La sphere finalement revient a sa position
primitive puisque chacun de ses points a décrit autant d’ares
horizontaux que le polvgone a d’angles et autant d’ares verticaux
qu\‘il a de cotés.

Pendant que les résultats de VWessel sont justes jusqu’au point
ou il les pousse, il oublie cependant d’observer qu’une rotation
quelconque se décompose en trois rotations autour des axess, 7,z
ou bien encore autour des axes n,¢, 7. Il est encore plus étrange
qu’il n’ait étudié les rotations autour de 'axe réel. Thielé, dans
son introduction au mémoire de YWessel nous montre combien
il lui aurait été lacile de faire un pas de plus et d'arriver & la
notion des Quaternions. Mais, quoi qu'il en soit, Wessel mérite
une grande considération pour avoir inventé la seule méthode
avec laquelle on ait pu soumettre au caleul les droites de Iespace,
avant 'ouvrage. de Hamilton commencé en 1843.

Sans songer qu'Euler avait démontré que {/— 1 V—1 était une
quantité réelle, Argand s’effor¢ca de montrer qu'une pareille
expression pourrait servir pour la représentation des lignes diri-
gées dans Uespace. Francais essaya de résoudre le probleme au
moyen d’angles 1maginaires, mais il reconnut {ranchement son
crreur. Servois vit avec une remarquable clarté ce qui manquait,
mais sans pouvoir y suppléer. I dit :

‘ « 3 4 N OGP 3 - o { A
« La table a double argument que vous (Gergonne) proposez
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étant appliquée sur un plan conc¢u divisé par points ou carreaux
infinitésimes de maniére que chaque point correspondit a un
nombre qui en serait l'indice et la cote serait trés propre a
indiquer la grandeur et la position des rayons vecteurs qu’on
ferait tourner autour du point ou carreau central portant 40 ;
et 11 est bien remarquable qu’en désignant alors par a la lon-
gueur d’'un rayon vecteur, par o« l'angle qu’il ferait avec la ligne
réelle ...— 1,0, 4 1...; par x, y les coordonnées rectangles du
point extréme opposé a 'origine, rapporté a cette ligne réelle
comme axe des x, la cote de ce point serait exprimée par
x4y —1.

« Il est clair que votre ingénieuse disposition tabulaire des
grandeurs numéricques peuat étre considérée comme une (ranche

centrale d’une table a triple argument et pourrait servir Aa

o)
fixer, de grandeur et de position, les droites dans 'espace.
) )
Vous donneriez sans doute a chaque terme la forme trino-
miale ; mais quel coefficient aurait le troisieme terme? Je ne
le vois pas trop. L’analogie semblerait exiger que le trinéme
fit de 1a forme
p cosa - qcos B rcosy

a, B et v étant les angles avec trois axes rectangulaires, et

qu’on et :

(pcosa - g cos B - rcosy) (p/ cosa -+ ¢’ cos 3 41/ cos v)

= cos?a 4 cos?f 4 cos?y = 1.

« Les valeurs de p, ¢,r,p/,¢',7', qui satisferaient a cette condi-
tion seraient absurdes, mais seraient-elles réductibles a la
forme A B y/—1?

Comme nous le savons, toutes ces quantités non réelles que

Servois ne peut déterminer peuvent étre identifiées avec les -7,

47, +k, —i,—j, — k des Quaternions d’Hamilton.

En 1799, dans le premier mémoire qu’il ait publié, Demonstra-

tio nova theorematis omnem functionem algebraicam rationalem

mn

tegram unius pariabilis in facz‘oz'es reales primi pel secundi

gradus resolyi posse, le célebre Gauss, agé de vingt-deux ans

seulement, dit :

« Par quantité imaginaire, j'entends toujours ici une quantité
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exprimée sous la forme a—0by/—1 ot b n’est pas égal & O...
Si les quantités imaginaires sont a retenir en analyse (cc qui,
pour bien des raisons, me semble préférable a les rejeter,
pourvu qu’elles soient établies sur un fondement suffisamment
solide), il faudrait qu’on puisse les considérer comme aussi pos-
sibles que les quantités réelles ; et dans ces calculs je préfere
renfermer les quantités réelles et imaginaires toutes les deux
sous la dénomination commune de quantités possibles... Je
remets pour une autre occasion la ] ustification de ces quantités

1maginaires sous forme d’une exposition plus fructueuse de

2
toute cette matiere. »

Cette occasion cependant semble ne s’¢tre présentée ue

trente ans plus tard. Dans les Annonces savantes de Geettingue, du

23 avril 1831, dans un rendu compte que Gauss fait de son propre

ouvrage : Theoria residuorum quadraticarum, commentatio

secunda, 1l dit :

(¢

«

«

«

«

«

(¢

«

«

«

«
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«
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«
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«
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«
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« Notre Arithmétique générale, en tant qu’elle excelle a étendre
la Géométrie des anciens, est enticrement une création des
temps modernes. Partic d’abord de la notion des nombres
absolus, elle a graduellement élargi son domaine. Auxnombres
entiers elle a joint les fractions, aux quantités rationnelles les
(uantités irrationnelles; a la quantité positive la quantité
négative ; aux nombres réels les nombres imaginaires. Ces
progreés néanmoins ont toujours été faits a pas bien timides et
bien hésitants. Les anciens algébristes appelaient les racines
négatives des équations des racines fausses, et elles le sont en
effet, quand le probleme pour lequel la relation a été posée
présente des quantités auxquelles on ne peut en attribuer
d’autres qui leur soient opposées. Mais c’est justement dans
UArithmétique générale que personne n’hésite a admettre les
[ractions, lorsqu’il y a cependant tant d’objets capables d’¢tre
représentés par des nombres, pour lesquels les fractions n’au-
ralent aucun sens; de méme il ne faut pas refuser auxnombres
négatits les droits accordés aux nombres positifs par la raison
qu’il y a d’'innombrables choses auxquelles on n’en peut oppo-
ser d’autres. La réalité des nombres négatifs est suffisamment
justifice puisque dans d’innombrables autres cas ils trouvent
des objets auxquels ils peuvent s'appliquer (szzbstratum) exac-
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tement. Cela est admis depuis longtemps ; mais les quantités
imaginaires, anciennement et parfois encore de nos jours,
(uoique a tort,nommées impossibles, furent encore plutot tolé-
rées (u’entierement naturalisées, et elles apparaissent plutot
comme un vain jeu de symboles auquel tout substratum imagi-
nable est dénié sans hésitation par des gens qui ne songent
pourtant pas a déprécier la riche contribution dont ce jeu de
symboles a enrichi le trésor des relations entre elles des quan-
tités réelles.

« Il'y anombre d'années déja que 'auleur a considéré cette
importante partic des mathématiques sous un tout autre point
de vue, a savoir (ue pourtant une existence objective peut étre
assignée aussi bien aux valeurs imaginaires (u’aux négatives.
Mais si jusqu’a ce jour il n’a pas cru a Uopportunité de publier
ses vaes, cependant les lecteurs que cela mtéresse peuvent en
trouver des traces dans le mémoire sur les équations qui a
paru en 1799, et encore dans le mémoire couronné, sur les
Transformations des surfaces. Dans le présent mémoire, les
contours en sont donnés brievement et consistent en ce qui
suit :

« Les nombres positifs et négatifs ne peuvent trouver d’appli-
cation cue lorsque les choses comptées sont d’especes oppo-
sées de telle facon qu'une unité d’une espece a pour eflet de
neutraliser une unité de l'autre espece. A bien dire, cette
supposition ne peut étre faite que lorsque les objets comptés
sont non Ppas des substances, des objets qu’on peut considérer
comme existants par eux-mémes, mais des relations entre de
tels objets. Il est nécessaire que ces objets forment en quelque
sorte une série

.. 8 A B C, D.....

et que le rapport qui existe entre A et B puisse étre regardé
comme égal a celui entre B et C, et ainsi de suite. Cette
notion d’opposition implique encore l'échange possible entre
les termes de la relation s’opérant de telle maniere que sila
relation, ou si vous prélérez le passage de A a B soit marqué
par - 1, celui de B a A par — 1. En tant qu'une pareille
série est illimitée des deux cotés, chaque nombre entier réel
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1’eprésentera la relation entre un terme pris arbitrairement
comme origine, a un terme déterminé de la série.

« Si cependant les objets sont de telle nature qu’on ne peut les
ger en une seule série, mais bien en séries de séries, ou
que P'ensemble de ces choses forme une multitude disposée

sur deux dimensions ; si alors la méme connexion existe dans

arran

le passage d’une série a l'autre, que dans le passage d'un terme
a Pautre de la méme série, on aura nécessairement besoin,
outre les unités primitives - 1 et — 1, de deux nouvelles
unités opposées entre elles, - ¢ et — ¢. Il faut alors établir
préalablement que 'unité ¢ doit toujours marquer le passage
d’un terme donné d’une série a un terme défini de la série
immédiatement adjacente. De cette maniere le systeme peut
étre établi de double facon en série de séries,

« Les mathématiciens font entierement abstraction de la
nature des objets et ne s’occupent que de leurs relations. Ils
n'ont a faire que I'énumération et la comparaison de leurs
rapports, et la ressemblance qui existe entre les relations
marquées par -~ 1 et — 1 peut étre certainement étendue
aux quatre éléments 4 1, — 1, 4 et — 7.

« Ces relations ne peuvent étre rendues intuitives que par une
représentation géométrique, et pour le faire le plus simple-
ment possible 1l n'y a pas de raison d-’employer une autre
maniere que la maniere carrée (le quadrillage, c’est-a-dire
que dans un plan illimité on trace des carrés au moven d'un
double systeme de lignes paralleles se coupant a angle droit,
et on prend les points d’'intersection comme symboles. Chacun
de ces points est entouré de quatre points adjacents, et si 1'on
désigne le rapport du point A a n'importe lequel des points
voisins par - 1, le sens du symbole — 1 est déterminé par
cela meéme ; aprés on peut prendre pour — 7 lequel on voudra
des deux autres points, c’est-a-dire qu'on peut marquer par
~~ 7 le passage au point de droite ou a celui de gauche. La
distinction entre la droite et la gauche, dés que nous avons
fixé a volonté cc que nous appellerons en avant et en arrviere
dans le plan, au-dessus et au-dessous par rapport aux deux
cOtés du plan, est completement déterminée par elle-méme,
bien que nous ne puissions faire partager a d’autres notre
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intuition qu’au moyen d’objets matériels réellement existants.
Mais quand nous aurons décidé de tout cela, nous verrons que
nous aurons encore matiere a choix pour savoir laquelle de
deux séries cui se coupent en un point doit étre choisie comme
la série principale, et quelle direction dans celle-ci doit étre
choisie pour avoir affaire aux nombres positifs. Nous voyons
encore que si l'on veut metire - 1 pour la relation exprimée
auparavant par - ¢ nous devrons nécessairement mettre -
pour la relation exprimée avant par — 1. Dans le langage des
mathématiciens cela veut dire que -7 est une moyenne pro-
portionneile 4~ 1. et — 1, et correspond au svmboley — 1.
Nous ne disons pas la moyenne parce que — 7a le méme droit
a cette dénomination. La démonstrabilité d’une signification
intuitive de /' — 1 est donc pleinement justifiée, et nous
n’avons plus besoin d’autre chose pour faire entrer les quan-
tités imaginaires dans le domaine des objets réels de I'arith-
métique.

« Nous avons pensé rendre un service aux amis des mathé-
matiques par cette bréeve exposition des principaux éléments
d’une théorie nouvelle des soi-disant quantités imaginaires. Si
I'on a considéré ce sujet sous un faux point de vue, et si 'ony
a parsuite trouvé une mystérieuse obscurité, cela est largement
du a une nomenclature impropre. Si au lieu de donner a—- 1,
ginaire
(ou 1impossible) on les avait nommés unité directe, inverse,

e ’ . ’ . . ’ . -
— I, \/——— 1 les noms d’unité positive, negative, 1ma

latérale, une pareille obscurité aurait eu de la peine a s’intro-
duire. Ce sujet auquel, avee assez de raisons, j’ai touché inci-
dentellement dans le présent traité, l'auteur se réserve de le
traiter plus tard d’une fagon plus compléte, et d’y montrer
que, ou les relations entre deux choses présentent une compli-
cation assez grande pour nécessiter plus de deux dimensions,
il n’y a plus, pour les exprimer, d’autres classes de grandeurs
admissibles en arithmétique. »

C’est ainst que Gauss présente magistralement les principes

fondamentaux de la théorie des imaginaires. L’impulsion donnée

en Allemagne par cette grande influence s’est étendue jusqu’a
nos jours.

Le mémoire de Buée sur les quantités imaginaires dont 1l a été
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donné lecture devant la Société rovale a Londres en 1805 et cou-
vrant 6o pages des Transactions philosophiques est tant soit peu
vague et insuffisant. L

Voicl ce quil dit de V' — 1

« \'— 1 n’est donc pas le signe d'une opération arithmetique,
« nid'une opération arithmético-géometrique, mais d’une opéra-
« tion purement géométrique. Clest un signe de perpendicula-
« rité. Clest un signe purement descriptif... qui indique la direc-
« tion d'une ligne, abstraction faite de sa longueur. »

Au moment d'achever son travail il examine ce que deviennent
les sections coniques quand leurs coordonnées deviennent jma-
ginaires, et il décide que le cercle se transforme en une hyper-
bole équilatere dans le plan perpendiculaive a celul du cercle, et
de méme pour les autres coniques.

Une plus longue discussion sur le mémoire justement celebre
et faisant époque, d’Argand, et les additions qu'il y porta lui-
méme, ainsi que Francais et Servois dans les Annales de Ger-
gonne de 1813 a 181 est rendu mutile par la réédition quen
18-4 Houel a faite de ces écrits, et par leur traduction en anglais
de Hardy en 1831.

Ce qul est intéressant a noter. ce sont les anciennes vues sur
les imaginaires d'un mathématicien aussi distingué que Cauchy ;
dans son Cowrs d’analyse 1821, 1l dit :

« Dans I'analvse on applique le terme d’expression svmbo-
« lique ou svmbole a chaque combinaison de signes algébriques
« qui n'ont aucun sens par eux-meémes, ou auxquelles on attribue
« une valeur différente de celles quelles devraient naturelle-
« ment avoir... Parmi les expressions svmboliques qui sont d'une
« certaine importance en analvse il faut distinguer spéciale-
« ment celles qu'on nomme 1maginaires...

« Nous écrivons la formule

—_— —_——

cos'a—4b)—+ ' —1 sin (« + b)y==(cos « 4+ {/— 1 sin «}(cos b+ {/— 1 sin b).

« Les trois expressions que contient Tégahté ci-devant... sont

~

« trois expressions symboliques qui ne peuvent étre interpré-
«. tées survant les conventions généralement établies et qui ne
« représentent rien de véel... Légalité elle-méme, a proprement
« dire, est inexacte et sans aucun sens. »

~
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Pourtant en 184¢, dans un écrit sur les quantités géométriques
dans lequel il rend I'honneur qui leur est div a Argand, Francais
et d'autres, 1l reconnait :

« Dans mon Analyse algébrique, publiée en 1821, je me con-
« tentais de montrer que la théorie des expressions imaginaires
« et des équations peut étre rendue rigoureuse en considérant
« ces équations comme symboliques. Mais apres de nouvelles et
« mures réflexions, le meilleur parti @ prendre, c'est, il nous
« semble, I'abandon entier du signe y— 1, et de remplacer la
« théorie des quantités imaginaires par celle des quantités
« géométriques. »

Apres avoir défini le terme de quantités géométriques comme
nous définissons celui de vecteur, et apres avoir défini 1'égalité
de deux quantités géométriques, il continue :

« La notion de quantité géométrique doit comprendre comme
« un cas particulier celle de la quantité algébrique, positive ou
« négative, et i plus forte raison celle de la quantité arithmé-
« tique... Il reste a définiv les différentes fonctions de ces
« quantités, particulierement leurs sommes, leurs produits, leurs
« puissances entieres, en choisissant des définitions telles ue
« nous pouvons encore les adopter quand nous calculons avec
« des quantités algébriques seules. Ces conditions seront rem-
« plies si-on adopte les conventions que nous allons donner. »

A la suite des définitions ci-dessus indiquées vient un traité
complet satisfaisant pleinement aux demandes modernes, Cauchy
observe qu’une large part des résultats des investigations d'Ar-
gand et d’autres lui semblent avoir été découverts plus tot,
en 1787, par Henri-Dominique Truel qui les communiqua vers

1810 a Augustin Normand aua Havre,

En 1828, parut a Cambridge, en Angleterre, un ouvrage
remarquable du Rev. John Warren, intitulé : Traité surla repre-
sentation geométrique des racines carrées des quantités négaltives.
Quoique ce livre n’ait eu dans ces derniers temps que peu de
crédit, ses mérites furent cependant pleinement appréciés par
de Morgan, et Hamilton reconnut clairement ce qu'il lui devat.

Dans tout 'ouvrage de Warren le terme cuantité, comme la
quantité géométrique de Cauchy, indique une ligne donnée en
longueur et en direction. Suivent alors ces définitions :
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« La somme de deux quantités est la diagonale du parallélo-
gramme ayant ces quantités pour cOtés. On dit que la pre-
« miere de deux quantités est avec la seconde dans le méme
« rapport que la troisieme avec la quatrieme, quand la premiere
« est avec la seconde dans le méme rapport de longueur que la
« troisieme avec la quatrieme, conformément a la définition
« d’Euclide, et quand encore 'angle d'inclinaison de la quatrieme
« sur la troisieme est égal a 'angle d’inclinaison de la seconde

«

« sur la premiere, ces inclinaisons étant mesurées dans le méme
« sens. — L’unité est une quantité positive prise arbitrairement
« pour déterminer par comparaison avec elle les valeurs d’autres
« quantités. Si de trois quantités’unité est a la premiére, comme
« la seconde & la troisieme, la troisieme est appelée le produit
« de la seconde parla premiére; la premiere est appelée le quo-
« tient de la seconde par la troisieme. » '

Les lois del’Algebre qui gouvernent ces quantités sont établies
dans leur plus grande généralité avec une vigueur de raisonne-
ment qui n’a probablement pas été surpassée. L’autcur alla
méme jusqu’a déduirve la formule binomiale, a développer beau-
coup de séries, et a appliquer les méthodes du caleul différen-
tiel et intégral anx quantités de la classe définie. Dans sa forme
Ueeuvre de Warren est algébrique dans la force du terme, et
vraiment hérissée de formules.

En somme, Caspar Wessel en 179>, publia le premier traité
clair, précis et scientifique sur les lignes dirigées dans un
méme plan, comme réprésentées par les quantités de la forme
a -+ b y— 1, établissant les lois qui gouvernent leur addition, sous-
traction, multiplication et division, et montrant leur utilité pra-
tique pour la démonstration des théorémes et la solution des
problemes. Il a produit ainsi une théorie partielle des rotations
dans 'espace, en tant que celles-ci peuvent étre décomposées en
rotations autour de deux axes (ormant angle droit.

Peu de temps apres, en 1799, Gauss indiqua qu’il était en
possession d'une méthode pour calculer avec des quantités de
forme & - b y/— 1 considérées comme possibles aussi bien que
les quantités réelles ; mais une exposition plus claire [ut retardée
jusqu’en 1831.

I7écrit de Buée de 1805 met une grande emphase a présenter
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{— 1 comme un signe de perpendicularité, mais il ne songe pas
a donner une interprétation suflisante de la multiplication des
lignes dirigées.

Le fameux mémoire d’Argand de 1806 est a peine en danger
d’¢tre recu avee trop de confiance. Quoique écrit apres celui de
Wessel, il n’y a pas la moindre apparence qu'Argand ait eu con-
naissance de l'arpenteur norvégien, et, parle fait, certains de ses
théoremes sont établis moins rigoureusement que chez Wessel.
Argand donne de nombreuses applications de ses théories a la
trigonométrie, la géométrie, I'algebre, applications vraiment
remarquables, spécialement sa démonstration du théoreme de
Ptolémée relatif au quadrilatere inscrit et celle de la proposition
fondamentale de la théorie des équations.

Les contributions de Francais, Gergonne et Servois,
1813-1815, servent a écarter les erreurs dans lesquelles Argand
était tombé et a rendre plus claires les notions fondamentales
sur cet objet.

Quoique le livre de Warren de 1828 contienne des définitions
diftérant a peine de celles de Wessel et de IFrancais, et une
notation qui ressemble sans aucun changement a celle de Fran-
cais, son traité généralisé de la direction des lignes dans le plan
doit étre regardé comme hautement original.

L’ouvrage de Cauchy consiste dans 'extension et le dévelop-
pement des idées de ses prédécesseurs, plutot que dans Uintro-
duction de nouvelles 1dées.

Tels furent les commencements de I'étude de la représentation
géométriqué des imaginaires, ui dans les temps modernes nous
a conduits a de si grands corps de doctrines, comme la théorie
des fonctions d'un coté, celle des Quaternions de 'autre avec la
Ausdehnungslehre qui occupe une position entre les deux.

Qui pourrait dire les progres que lui fera faire le prochain
siecle ?

W.-W. Bemax (Ann Arbor, Mich., U. S. A.).

»

(Traduit de 'anglais par Ch. BERDELLE.)
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