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reproduire. Clest en effet la partie la plus essentielle, et nous
partageons completement ses opinions sur ce sujet. Mais, quant
au développement ultérieur de linstruction géométrique, 1l y
aurait encore beaucoup de remarques a faire et beaucoup de cri-
tiques a exercer. Soit par la méthode suivie (et dont beaucoup
d’auteurs et de professeurs tentent visiblement de se dégager),
soit par le choix souvent absurde des innombrables propositions
cnfassées sous le nom de théoréemes, soit par 'omission de no-
tions essentielles qui sont systématiquement passées sous silence,
on paralyse les éleves, on anéantit a avance les vésultats, on se
donne beaucoup de peine pour en retiver peu de profit. C'est un
sujet sur lequel jespere pouvoir revenir, non pas dans un article,
mais dans vingt peui-étre, car le sujet est vaste, sinon inépui-
sable. Mais ce sujet, je ne veux pas méme Dellleurer ici, et je
préfere livrer simplement a la méditation des professeurs les
réflexions du savant dont j’ai essayé ci-dessus de me faire l'in-
terprete.
C.-AL Larsaxt,

SUR QUELQUES RAPPORTS

DU CALCUL INTEGRAL ET DE LA GEOMETRIE ®

Les applications du calcul intégral ¢lémentairve, & la Géomé-
trie des courbes et des surfaces sont bien connues. Cependant
la Géométrie peut étre utilisée directement et avee avantage
comme principe heuristique et quelquefois comme moyen de dé-
monstration d’anciennes et de nouvelles formules dintégration ;
ces dernieres en acquiérent une signification immédiatement sai-
sissable, ce qui, au point de vue pédagogique, n’est pas sans
importance. Quelques relations de ce genre vent &tre dévelop-
pées plus bas. Dans la plupart des cas, la preuve en est tellement
¢vidente, qu'elle peut étre négligée,

("} Conférence faite le g décembre 1898, & la Scclion des Sciences Mathématiques
ct Physiques de la Physikal-Ockonom. Gesellschaft a Keenigsberg.
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Nous commencons par les formules fondamentales de ia thio-
rie des quantités hrrationnelles quadratiques :

(1) ) [\/1 — 2 dr = x g/x —a? 4 arc sin x,
(2a) ¥ f Vat—i de=ux \/.1:’-’ — 11— {(x+ y/xg — 1),
(2h) f y/.,r3 +rde=ayar+ 1+l {e+ v/x‘3 -+ 1).

LLa tormule (1:‘, est géométriquement ovidente. Considerons un
. / \ 1 . . v,
pomnt (w,y), dans le premier quudmnt, sur Ja circonférence dn

cerele
(3) R

Tracons le rayon vecteur r, désignons par ¥ le sectenr de
cercle compris entre » etla partie positive de Vaxe des y, par J Ia
surface comprisc entre x, 4. 1'axe positil des y et Pare de cercle,
enfin par A le triangle rectangle de cotés v, y, la formule (1) dit

assurément quce

(1) J.= £ —A,

/

Dans le cas d'une cllipse, il ne se présente pas de trunsfor-
mation importante ; des facteurs constants s'introduisent dans les
deux membres de (1) mais n’en alterent pas la signification géo-
métrique. — La formule (24) ou son équivalente (20) se vapporte
d’une maniere analogue a la figure d’une hvperhole équilatere ou

aussi d'une hyperbole quelconque.

Soit
9 9
. 22 y2
£ =
(4) ¢ h2

N

Uéquation de hyperbole, O le centre, 5 le sommet ('), 1" (2, 4,
un point de 'hvperbole que nous pouvons supposer dans le pre-
mier quadrant; soient X, Y les pieds de ., y sur les axes. Le
rayon vecteur limite avec OS et 'arc d’hyperbole P8 =s un
secteur ¥; &, y sont les cotés d’un triangle rectangle A. Lare s

") Au lieu de I'abscisse « du sommet, qui n’est choisiec que par raison «de commo-
dité, on peut prendre, dans toules les formules d’intégral, abscisse d’un peint quel-
conque de Yhyperhole.




()
-~
b3, 4
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limite avec les coordonunées v et y, et les deux axes, deux sur-
faces J, et J,.

Fnfin soient «, ct a, les asymptotes dans le premier et le qua-
tricme quadrant; construisons par Pet S des paralleles a a, jus-
qu'a leurs points d'intersection P et S, avec «,; appelons la sur-
face « Ay limatée par s et les segments P, SS, P S lasurface
asymplotigue (V) de s. Les lormules (2a) et (20) expriment comme
le montre un caleu] simple ue

(2a) J,=A — A, (aby J,=A 4+ A.

Mais inverscment, Uexistence de cette relation peut étre rendue
visible au moyen de la Géométrie élémentaire pure. Car d’apres
une propriété fondamentale de Ihyperbole (qui peut aussi
passer pour une définition) les triangles 0SS, et OPP, possi-
dent o méme surface, qui est la moitié du « parallélogramme

asyvmptotique » I de surface constante dans 1’11\"per'b0'lo et égale
wb

o
9

Mais Lo savface Timitée par s et les segments SO, opr,, pp
est décomposée dabord par r en deux parties ¥ et OPP,, puis
d'an autre colé par S5, en deux parties A et OSS, de sorte quon
en dédut

(5) -

Daalleurs ia ﬁgm‘o montre au premier coup d’mii,quc

(b) T, 4., =2\, YN+J,=A,
done aussi que
(7) Jy—J,. =23, J, —EX=A,

helations vrales pouar iout arc de courbe P’S <11011 seulement
pour un are d’hyperbole).

/

Au moyen de (6), (7), on reconnait que la relation (5) est daui-
alonte d (or\ o ancad [ ot Cenfin :
valente & (24) ou aussi a (20) et peut enfin prendre la forme

(8) Jy —— J(/,v p— 2[\.

Q1. - . A > $ >

(") St Pon exéeule la méme consiruction, en inderverlissant les
oblient une deuxicme « surface asymplotique »,
comme fe montre la figure.

asymploles, on
qai a la méme surface que A,
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Nous avons done ce vésultat :

« Le théoreme de la constance du parallélogramme asympto-
tique dans 'hvperbole est équipalent (*) aux relations (aa)', (26,
e /QO . . ; A ’ N ] * y 5
(), (8) et représente en méme temps la valeur des formules
intégrantes (2a), (20) « Y ».

La méme figure, ainsi que le caleul permettent de vérifier
que U'une quelconcue des quatre propriétés (aa), (20)' (5), (8 est
ane caractéristique de I'hvperbole. En effet la différentielle de

J,— J,— 2 A par rapport a @ est égale, a un facteur constant
o - « 22 52 ;
pres, a la diflérentielle de — ¢ = — 1 par rapport a .z,

comme on s’en apercoil st on utilise les asymptotes comme axes
de coordonnées obliques.

Ce théoreme se laisse généraliser.

Sott un svsteme d’axes rectangulaires O, O, ainsi que deux
droites a,, a, également inclinées sur l'axe des x. 51 Pon cons-
truit d’aprées Uindication donnée plus haut, la surface A pour tout
arc de courbe P S et sil’on cherche toutes les courbes P S pour
lesquelles J,, J,, A sont liées par une relation linéaire a coeffi-
cients constants :

(9) ny, -+ mJ, = rA,
on obtient une équation différentielle de la forme :

ar + by

(10) =

qui est intégrable par une méthode connue, et inversement la
signiﬁcation géométriquc d’une équation différentielle (Io) pour

des valeurs quelconques de =z, 3, v, ¢ (les signes étant convena-

() D'autre part, le théoreéme dont il s’agit esl aussi équivalent aux lhéoritmes,
soit sur I'égalilé des deux surfaces asymptotiques, soit sur la propriété¢ dont jouit
le segmeut de tangente compris entre les asymptotes, d’étre divisé en deux parties
égales, au point de contact, ainsi qu'a ce théoréme sur la proportionunalité de la
sous-normale & 'abscisse (les signes d¢tant choisis convenablement), puis au théo-
réme qui dit que IT est la moitié du triangle D, que forme la tangente avec les
asymptotes, enfin (dans le cas ol les droites sont repoussées comme solulion non
salisfaisante) au fait que D a, en tous cas, une surface constante. CGar toules ces
suppositions conduisent de la méme maniére, & I'équation difféventiclle yy’ = A%z,
On se rend compte, comment on peut employer le principe fondamental dans les
propriélés des courbes.
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blement choisis) est une relation (9) dans laquelle les rapports
de n, m, k sont déterminés. On remarquera ([u’uu moyen des
formules générales (6), (7) la relation (g) peut étre transformée
en six formes d’apparence différente, mais équivalentes quant
au foud(’).

Considérons exclusivement cette formule géné,'nle 6/ o
aussi (7).

La premiere des formules \6) éerite exphmtement

(6a) r.l‘d‘v—}—fdyx: xy

n’est pas autre chose qu'une forme particuliére de Vintégration
partielle, qui pratiquement a pour but de réunir deux par deux,
des intégrales dont les fonctions sont inverses.

Cette singularité de la forme n’est cependant (u’apparente.
Supposons & et y fonctions d’une troisieme variable ¢ ce qui ne
change pas du tout la signification géométrique des deux membres
de {6a), mais (6a) prend alors la forme :

Cody Ax oL
(bd) {l —Cyz—d(l—*—f‘? 7?(]5_(1"}

o/

rénérate

~

et 'on reconnait aussitot que cela représente la r‘eglo

o)

de l'inlégration partielle.

« La loi de l'intégration partielle recoit ainsi un sens géomé-
trique commun. »

La seconde des formules générales (6)X 4 J, = A s’éerit dans
le calcul intégral

(6b) frgdﬁ? = xy — 2]3'6](1’.

(') On déduit de (9) par un calcul facile, les cing relations :

Jo (m 4= n) — ama + 2,4 = o, Jy (m 4 n) —any — 2,4 =o,
S (m~-n) A (m—n) —20A — o,
Jo(m — n) + 2mS — 25A =o, - Jo(m —n) 4+ 2n — 2,4 = o,

qui restent valables dans les cas d’exception

(m =o, n=s 0, 0 == 0, (m 4+ ny=o, (m — nj = 0);

On peut encore augmenter le nombre des formes équivalentes, en introduisant

les quantités présentées dans la remarque sur la formule (8).
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Fin effet 1] est {acile de démontrer analytiquement que la for-
5 \ A i . T . ; E -
muale (66) apparait, quand on introduit dans lintégrale fy d.x

les coordonnées polaires r, = au licu des rectangulaires x, y.

Car s1 77 représente la dilférenticlle de r par rapport 4 ¢ on a

immédiatement :

’\J,_f)dl __} rsin o (—rsing + ' cos o) do

i) ,
( J, fuh MI/‘(‘OS w(rcos o1 sin o) dy

d ot l)ill' S()llStl‘ilCiTi()ll

(1) J,—J, = f/"-’df;

el ainsi, a cause de (6a), on oblient la velation (64) dont il est
qustion. l.e calcul précédent est de nouveau susceptible d’une
g{»néralisation importante. S1 Pon traite de méme maniere les

el

de (i6(l)

intéorales f;c"‘y"‘d,r el {.z"‘"z/”’d'?/, on obtient de suite au moven

(1) (1) fr'" el (cos o) (st o)t 1 — (1 -1) [:("“_y“/ dr.

m, nsignifientici des exposants quelconques (excepté m 4 1= o0,
el g estunc fonction quelconque de x. La formule est susceptible
de nombreuses applications ; si, en particulier, m et 2 sont des
nombres entiers, x el y liés par une équation du deuxicme degreé,
'iniégrale de droite se ramene par des méthodes connues aux
lonctions logarithmiques et cyclométriques. La méme méthode
régil aussi Pintégrale de gavche qui représente une classe éten-
due d'intégrales trigonométriques, difficiles a effectuer direete-
ment.,

Dans le cas ol m=o0, n==5 on obtient la formule utile aux

surfaces de révolulion :

3 £
(13) /1’ 17 cgdcg = xy?— 'ﬁfy"d.x'
° ~

cette formule peut aussi se déduire de la vegle de Gulding.
On se demandera st la deuxieme méthode prineipale du caleul
mmiégral élémentaire, la méthode, dite de substitution, n’est pas

AUSSi susceptible d'une 1‘0prés011t:1tion géoméh'i([uo simple.

o deaiad
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11 est bon de prendre pour point de départ la l*égle équivalente
du caleul différentiel, ¢’est-a-dire, si 2, y, = sont des fonctions de
¢, la formule :

dy dx d=
(14) A . - 1.

dx il dy —

Le point P (, y, =) parcourt une courbe gauche; si I'on pro-
jette la tangente en P sur les plans des (x3), (zy), et si Uon dé-
signe par v,, 3., ¢, lesangles de ces projections avec la direction

positive des axes des @, des y et des =, la relation (14) dit que :
(15) tgyr. 1gBs. tgay = 1.

Mais c’est une formule générale (jusqu’ici peu considérée,
semble-t-il) des éléments de la géométrie analytique. En effet si
ane droite quelconque, dans l'espace, formant avec les axes les
angles o, 3,v, est projetée comme ci-dessus, on a immédiate-
ment :

cos coS o cos ~
(16) 80 = cosp , 6885 = y 189y = |
cos & cosv “

cos B’

d’olt Ton déduit (15); inversement il est clair que (15) est la con-
dition nécessaire et suffisante pour que trois directions sur les
plans de coordonnées soient la projection d'une dircction dans
Iespace. Remarquons, en passant, que la détermination d’une
direction dans 'espace, par les angles v,, 3,2, offre plusicurs
avantages sur la méthode ordinairement employée, qui consiste
a utiliserles angles v, 3, ; il en est de méme en Géométrie des-
criptive et surtout dans les cas ot le sens de la direction n'im-
porte pas (').

La formule (15) peut encore avoir une autre signification. Si &
la place des angles v,, B;, 2, on introduit leurs suppléments,
c’est-a-dire les angles des projections avec les axes négatils, ou
bien encore leurs compléments c’est-a-dire les angles des pro-

jections avec les axes négatifs des y, des o et des z, et si lon

1 A o oo , , . . .
() Ainsi par exemple dans la détermination des différents angles W dans Des-
pace, quand il existe une ou plusieurs relations entre la quantité W, et les valeurs
. Vol vt At e RN - ) o ?
des t,101s’ angles _de projection; particulitrement quand les quatre angles sont
donnés d’une manicére quelconque. °

Enscignement math, 23
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'\‘. J 8y (3 ‘ \FaY 3 Y QL o1 ¢ Qg YT y Y, 7’ 1! !
désigne les tangentes de ces six angles par ¢, ¢,,4,, (., 0, (',
on aura les relations :

1) bl = Ol — — N .
(I/) it St I -[: e .‘ﬁ v, — T _[5 [-A,.._ l/_" s lfﬂ ——— 1/3 3 l,/' ——[T

On obtient ainsi une généralisation direete de la notion du
rapport anharmonicque dans le cas de deax variables indépen-
dantes.

lin effet, la relation (17) existe entre les 6 valeurs d’un rapport
anharmonique; il est vrai quil s’en présente une autre (formant
avee celle-ci un rapport anharmonique) qui peut s ¢erire, symé-

triquement, au moyen des angles #, 3, + :

(18) cos o -+ cos B - cos v = o,

lin d’autres termes : pour un laisceau de rayons pris dans le
plan v -y -+ = =0, ct dont lc sommet est a l'origine O, les six
(quantités ¢, ¢ représentent les six valeurs du rapport anharmo-
nique, comme parametres (') du faisccau de rayons.

St la condition (18) disparait, les quantités ¢, ¢ deviennent les

parametres du faiseeau de rayons O.
W. Franz Mever \Komgsbezgls,

(Traduit de lallemand par Aiph. Brkxoup.)

DE LA NOMOGRAPHIE
LT DE LA NECESSITI DE LINTRODUIRE DANS L'ENSEIGNEMENT

Quel quil soit, physicien, chimiste, astronome, ingénieur, peu
e s
importe, un homme de science qui n’est pas théoricien pur doit

tres souvent I‘CChCI’Ch(‘[‘ les résultats lllllllél‘i([llCS ilUX(IUGlS con-

(1) Gela ressort immédiatement du fait que les six valeurs d'un rapport anhar-
wonique, quand Pune d'elles esl égalée au carré de latangente d’'un angle, coincident
avece les carrés (pris avee le signe convenable) des six fonclions trigonométriques
fondamenlales. Geel a un rapport trés ¢lroil avee la définition d'un angle dans la
géomélric projective,
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