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12 J. O. FLeckensTEIN: Der Priorititsstreit zwischen Leibniz und Newton

2. Der Infinitesimalkalkiil von Newton

Nicht das Gravitationsgesetz, sondern die allgemeine binomische Reihe soll NEw-
TON auf seinen Epitaph in Westminster Abbey haben einmeisseln lassen — wohl um
fiir immer zu dokumentieren, dass er diese als seine bedeutendste Entdeckung ansehe.
In der Tat steckt in der binomischen Reihe ein Schliissel zur numerischen Infinitesi-
malanalysis, indem sie fiir alle rationalen » Reihenentwicklungen in der Form

(o= () ="

oy

erlaubt. NEwToN hat freilich den allgemeinen binomischen Satz in der Gestalt

s wmin , W wm—n m— 27
(P4 PO =Pty ZLAQ + B BQ+ s CQ
wo die Koeffizienten 4, B, C, ... jeweils das vorhergeheﬁde (Glied bedeuten. In einem
im Verlaufe des Priorititsstreites wichtig gewordenen Brief vom 24.0Oktober 1676,
der an OLDENBURG, den Sekretir der Royal Society, gerichtet, aber zur Vorzeigung
an LersNiz bestimmt war, vermerkte NEWTON, dass er die allgemeine Binomialreihe
schon 1669 besessen habe und sie «tanquam fundamenta magis genuina» betrachte
als die anderen Entwicklungen in seiner De Analysi per aequationes numero termi-
novum nfinitas (verfasst 1669, gedruckt 1711). Wie hat NrEwrtoN die allgemeine
Binomialreihe gefunden ?
WaLLis hatte in der Arithmetica infinitorum die Integrale (vgl. S. 10)

7 / (1 — %™ dx
0
bestimmt. Man erhilt sukzessive
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NewToN untersuchte nun das Bildungsgesetz dieser Entwicklung. Zundchst erkennt
man, dass als erstes Glied immer x und als zweites — (x¥®/3) mit einem Koeffizienten
versehen wird, der gerade gléich dem Exponenten m ist. Die anderen Glieder sind
nicht so leicht zu durchschauen. Die Exponenten der Potenzen von x und die ihnen
entsprechenden Nenner wachsen in arithmetischer Progression der ungeraden Zahler.
Die Zihler findet man aus der symbolischen Entwicklung von (1+41)%, (1+1)2,
(1-1)8 ..., (141)". Nun aber bemerkté NEwTON noch, dass, wenn 1 und m die
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ersten Zihler sind, sich die folgenden aus ihnen durch fortgesetzte Multiplikation
ergeben mit (m—1)/2, mit (m~— 2)/3, mit (m —3)/4 usw., wobei bei ganzzahligem m
die Reihe von selbst abbricht. NEwToN hat hier zum ersten Mal die multiplikative
- Zusammensetzung der Binomialkoeffizienten entdeckt, welche noch einem WALLIS
entgangen war (vgl. S. 11). Nun vollzog NEwTON wie WALLIS den kiihnen Schritt,
m =1/2 zu setzen und das Bildungsgesetz der Koeffizienten in der Reihe fiir I,, auch
fiir gebrochene Exponenten giiltig zu setzen. Damit erhielt er sukzessive die Koef-
fizienten

1 1 1j2e1
2 1 2 21 asw
36 5 40 il

und damit die Reihenentwicklung

X
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_/(1 W == g =35 i ’
0

so dass sich

ST I JE T S VL D
(1—x5)"*=1 gl g ¥ 5 X

ergibt, von deren Richtigkeit er sich durch die Multiplikation der beiden Reihen
(1—x2/2,...) (1-x2%2,...) iiberzeugte, deren sukzessive Resultate in der Tat gegen
1 — %2 konvergieren.

NEWTON war ein Meister in der Behandlung unendlicher Reihen. In der gleichen
Schrift erfindet er auch das Verfahren der Reihenumkehr. Aus

r=x ixg 1v3 1x4] 1175
daad il S 4 L

findet er eine Potenzreihe in z fiir x, indem er zunidchst x =z -+ p setzt und in der
entstehenden Reihe fiir z die Glieder hoherer Ordnung in p und z wegstreicht, so dass
ihm fiir p der Wert 22/2 folgt; mit der zweiten Naherung p = (22 g)/2 eingehend,
findet er

IR T TN NS SRR
4= 1 =6 1 120
1 P ¢ ._l",. s BB
2
Damit folgt nun schliesslich
i 1 1 1
g Bt o % L @3 e s S e e HHe
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Beachtet man nun, dass z=1log(1+#) ist, also x = e*—1 wird, so bemerkt man, dass
NewrtoN mit der Reihe

22 73

S TR

21 L

en passant die Exponentialreihe vor EvLer entdeckt hat! Die rechnerische Instinkt-
sicherheit NewTons bei den Vernachlissigungen und Korrekturen ist erstaunlich.

Mittels des allgemeinen Binomialsatzes kann nun NEwron die Methoden von
FERMAT und Barrow der Inkremente und Dekremente benutzen. Er behandelt in
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seiner Analysis beispielsweise den Flicheninhalt z von der Grésse

Den unendlichkleinen Zuwachs oder das schmale Rechteck o y nennt er das Moment
der Flidche, welches zum Zuwachs x - 0 der Abszisse gehort. Den Ausdruck

Ty = (aﬁz) a(x 4 o)t

kann man nach dem Binomialtheorem entwickeln,

e
o | T {(m+a)n ﬁﬂ (m+n)fn-—-1 2( [ ) (m+n)fn—2
2+oy (m+n)lax + 0 ad 40 x - I,
und dann durch o kiirzen, sowie weiter die mit o multiplizierten restlichen Glieder
streichen. Damit folgt v = a x™/” fiir die Kurve, welche den Flicheninhalt

hat; oder die Fluxion v der Fluente z hat im vorliegenden Fall den Wert y = g 3™,
NEWTON gewinnt hier das Integral f v dx nicht durch die infinitesimalen Streifen
der archimedischen Tradition oder gar noch vermittels zusitzlicher algebraischer
Kunstgriffe wie FERMAT, sondern vermittels des Begriffs der Anderung, genauer ge-
sagt der Augenblicksverinderung (momentum) im Sinne der Tradition GALILELS. Der
Barrowsche Umkehrsatz ist dabei implizit vorausgesetzt. Wihrend bisher der Prozess
der Summation (Indivisibilienprinzip!) bei den infinitesimalen Untersuchungen der
Mathematiker seit ARCHIMEDES dominierte, ist NEwToON der erste, der umgekehrt
den Begriff der Derivation an die Spitze
stellt. Bei der Integration stellt die Ordinate
v gewissermassen die Geschwindigkeit und
die Abszisse x die Zeit dar. Damit wird das
Inkrement ¢ in moderner Schreibweise das
Zeitmoment 4¢ (vgl. S.9). Die Produkte y dx
geben nun in der Tat in der Summe den
Flacheninhalt aller Elementar- oder Momen-
Figur 4 tanflichen; wihrend aber die Mathematiker

bisher diese Summe irgendwie additiv zusam-

mensetzten, gewinnt NEwToN das Integral aus der Grosse der Anderung der Fliche
in einem Punkt, Obwohl NEWTON nicht bis zur letzten Klarheit iiber den Begriff
der Anderung vorzustossen vermag, so kann er sich auf den seit GALILET bei den
Physikern vertrauten Begriff der Geschwindigkeit berufen. Wie wichtig fiir die prak-
tische Ausfithrung der Fluxions- bzw. der Fluentenrechnung aber das Binomialtheo-
rem ist, lehrt NEwToN am Beispiel der Rektifikation eines Kreisbogens (Analyszs,
Cap. VI). DT sei die Tangente in D, AE =2 AC sei als Einheit genommen. Im
infinitesimalen Dreieck DHG ist HG = BK die Augenblicksverinderung der Basis «,
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DH die Augenblicksverdnderung des Bogens AD. Es ist nun

GH:HD —BT:TD —BD:DC =Vx —x?: % 1.+ . Vxr=x
2 2Yx —x° Zx—2x°

Nun ist GH die konstante Augenblicksverinderung der Basis (dx — const), also ist

B i 5 " h am S 5 35
et . 2y L o-i2 e, 20 82, D 52 M2 L
(Vx x).(Zx 2 x%) I o A e v A T A e A

die Augenblicksverinderung oder die Fluxion des Kreisbogens. Also ist als Fluente
der gesamte Kreisbogen 4D nach NEwrtons Quadraturregeln (Analysis, Cap. 1)

1 3 ¢ 5 35 s
W2 o2 3 e O we 35 e

AD = x5 g w0 g 270 4 iy 4 gy 47
Wie umstindlich, wenn auch durch NEwToNs synthetische Kraft immer durchschla-
gend, jedoch die Fluxionsvorstellung operiert, erkennt man an der Bestimmung des
Kriimmungsradius (Geometria analytica, Cap. VII).

Der Kriimmungsradius ist der Halbmesser des Oskulationskreises, welcher im Be-
rithrungspunkt D drei zusammenfallende Punkte hat. NEwron geht darum von dem
Schnittpunkt dreier konsekutiver Normalen aus. 7D ist die Tangente, DC und dC
sind konsekutive Normalen an die Kurve. Cg wird von C aus als Lingeneinheit ge-
nommen. Dann besteht die Proportion

Cg:g6=BT:BD=De:de=12x:v.
Setzt man nun gd ==z, so folgt aus jener Proportion

g y [ _ ay
iz =J": d = o | == ),
Z=4.y oder =z }3 ( d%)

Nun kann man df als Augenblicksverdnderung von z, das heisst als ¢ o anschen.
In dem rechtwinkligen Dreieck DdF ist

de®=De elF. Damit ergibt sich _ -
BF = e S R 2 e ¥
De & o
und es folgt fir DF der Wert r A 8| k_,
52 22 1 A2 —_
DF=De¢+eF =20 yioz ﬂj;y 0. . Z
Aus der Proportion N9 p
0f : DF = Cg : CG
£y H ¢
oder £0 1 : oL 1:GC Figur s
erhidlt man fiir CG den Wert
2y a3
v P o
X Z

wahrend aus der Proportion GD:CG = §g: GC fiir GD der Wert

: o T
DE — CG dg _ x2.+”y_ .
Cg X &
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folgt. CD? jedoch ldsst sich direkt zu
2 L2\ 9
CD*= 66D = (T LN 12

bestimmen. Nimmt man nun dx =40 als 111f1n1tes1male Einheit dx =1, so folgt

z=19/1. Damit wird 1
2

(J =

cpe~ )(1+ )

nach Newron. Nimmt man die moderne Schreibweise

dy T

Z::ﬁy,z-——— D=

dx ’ At
so folgt der bekannte Ausdruck fiir den Kriimmungsradius

(1 _{_32)3/2 N (1+y’2)3]2

Z : G

Gl e pra=

Das zitierte Werk Arlis analyticae specimina vel geometria analytica, in welchem
die Bestimmung des Kriimmungsradius durchgefithrt wird, wurde erstmals 1736 von
J. Corson (London) als englische Ubersetzung des Methodus fluxionum et serievum
infinitarum verstfentlicht; in Newrons Opera (Edition Horsley 1779-85) wurde es
~unter dem obigen Titel aufgenommen. Es stellt eine Umarbeitung der Analysis per
aequationes tnfinitas von 1669 dar und war schon 1671 zum Druck bestimmt; es hat
dabei den Inhalt mehr als vervierfacht und ist damit fiir die Genesis der Newtonschen
Fluxionsrechnung von gréosster Wichtigkeit. CANTOR vermutet, dass eine erweiterte
spatere Umarbeitung durch Huvcexs Horologium oscillatorium (1673) inspiriert wor-
den sei; die infinitesimalen Probleme (Evolutentheorie!) werden dort véllig syn-
thetisch behandelt. In der Tat beherrschen die geometrischen Einzelprobleme den
Inhalt der entsprechend umbenannten Geometria analytica; immerhin wird dabei
doch ein Ausblick auf die allgemeine Theorie der Differentialgleichungen gewihrt,
und zwar im Anschluss an die Bildung der Fluxionen von irrationalen und impliziten
Funktionen, wobei die Methode der unbestimmten Koeffizienten angewendet wird,
welche dann sofort zur approximativen Losung der Differentialgleichungen fithrt
(Cap. IV).

So wird zunfichst im Problema primum die Fluxion der impliziten Funktion

2@t axy—y3=0
in der Form
Jxti—~Zaxgttayitaxy-43929=0
gelehrt. Daraus folgt sogleich
vy { ] 2ax—3x2—~ay

Fiir die Irrationalititen nimmt NEwTon das Beispiel

AT ) R

wo man zuerst

s e | R l/aij) Fat=uy
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substituieren muss. Die urspriingliche Gleichung lautet dann
D AT Sy =y | I
wéhrend man daneben noch die beiden anderen hat
az+yr—byd=0; axty Lx8—u2=0,

Die Fluxionen der drei Gleichungen lauten

aityeétesy—3byyi=

YaxdyyLaxts 6x5%5 —~2un=0,

3x%%—2ayy -+ i—1u=0.

Aus d1esen eliminiert man z und #; dann entsteht

' 3by29y —z 9 4 g 3 ;ﬁgiwa.x‘*' 6 x5 %

in welche Gleichung man nur noch die Werte fiir z und u riickwérts einzusetzen braucht,
um die Fluxion der irrationalen Funktion zu erhalten.

Die Bildung der Fluenten aus den Fluxionsgleichungen - oder anders und moderner
gesprochen: die Integration der Differentialgleichungen — nimmt NEwToN nur bei
solchen Fluxionsgleichungen vor, in welchen die Fluenten nur in Quotientenform
vorkommen. Hierbei unterscheidet er drei Gattungen welche wir heute in der Gestalt
der 3. Kolonne der Tabelle schreiben: :

1. Gattung | 2 Fluxionen - 1 Fluente y'=F(x) oder y'=F(y)
2. Gattung | 2 Fluxionen + 2 Fluenten | y'=F(x, y)

3. Gattung | # Fluxionen partielle Differentialgleichungen
Betrachten wir etwa den zweiten Fall 3" = F(x, ). Newron nimmt dafiir das Beispiel
y

L2y — 2 Y+ x2-fa%y

P

Dann macht er den Anqatz mit unbestimmten Koefﬁzwnfen fiir y

4 A0+A ¥ -Ay x? A g ¥34 .-
Daraus folgt aber fiir

ER PP IPE VI

X

Setzt ma_m nun den Wert fiir y in die erste Gleichung ein, so folgt fiir

Z = 2434424 (02— 2) (Aot A, x Ay 424 -

-

=(2-24) +(3—24) ¥+ (1 +Ag—24) ¥4 ..

Andererseits ist aber _ _
D dy 2 Ayt 3 A
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Also folgt durch Koeffizientenvergleich
Ay=2-24,;, 2A4,=3-24,; 34A;,=1+A4,~24,; ....
Damit konnen also alle Koeffizienten durch A4, dargestellt und die Differentialgleichung

y = E{X =2-4+3x—2y+ x4 a2y

durch eine Potenzreihe integriert werden.

Die Methode der Reihenentwicklung kann er formal ganz allgemein bei der Aufgabe
anwenden: Aus einer zwischen den Fluxionen von Grossen bestehenden Gleichung
Mz + Ny =0, wo M(x) und N(v) ganze rationale Funktionen in x und v sind, ist
die Relation zwischen den Fluenten derselben zu bestimmen. NeEwron erhilt zwar
immer nur partikuldre Losungen, da er keine Konstanten hinzufiigt. Er erkennt
aber, dass bei Fluxionsgleichungen zwischen mehreren Variablen willkiirliche Funk-
tionen eingefiihrt werden kénnen. NEwToN hat, um die Integrationen zu erleich-
tern, seinem Werk einige Tafeln beigefiigt, welche die Quadraturen einer Reihe
von irrationalen Funktionen angeben. Eine komplette derartige Tafelsammlung gab
er spiter in semnem Werk De Quadratura curvarum, welches als Anhang zu seiner
Optic (Optics or a treatise of the veflections, refractions, inflections and colowrs of light
[London 1704]) erschienen ist,

NEwTON scheint sich schon sehr frith, auf alle Fille vor 1676, mit der Frage be-
schiftigt zu haben, wann die Integrale algebraischer Ausdriicke selber wieder alge-
braisch sind oder wann sie auf einfache (elementare) reduziert werden kénnen. Fiir
die binomischen Integrale F(z) = f 2"(e + fz" dz, wo & und A gebrochene Zahlen
sein konnen, fand er das Kriterium fiir die Algebraizitit von F(z): (& -+ 1)/n oder
(® +1)/n + A miissen ganze positive Zahlen sein. Bei den trinomischen Integralen

mit der Irrationalitit Z — Ve + f27+ g 22" in den beiden Formen

glnthin—1

/ "1 Zdz und / 7 dz

hilft er sich bei der Quadratur dadurch, dass er sie durch solche Flichenstiicke
ausdriickt, welche durch Abszisse, zwei Ordinaten und einen dazwischenliegenden
Kegelschnittbogen begrenzt werden. Damit kann er den transzendenten Teil dieser
Integrale, ndmlich den Logarithmus und die zyklometrische Funktion, durch Fli-
chenstiicke beschreiben, deren analytische Bestimmung er vorher durch Reihenent-
wicklung schon geleistet hatte. Um aber bei den binomischen bzw. trinomischen
Integralen iiberhaupt bis zu diesen Endformen zu gelangen, muss er sich die nétigen
Reduktionen durch Rationalisierung und Ableitung von Rekursionsformeln mittels
Differentiation verschaffen. Der Ausgangspunkt der Theorie der binomischen und
trinomischen Integrale ist dabei die ganz allgemeine Form [z’R%dz mit dem

Polynom
R={(e+f2"+gz*"+ hz’"L...) (n=ganzzahlig).

NEwTON hat also mit seinem Fluxionskalkiil den wesentlichen Inhalt der speziellen
Infinitesimalrechnung abgeleitet. Dass hin und wieder Versehen unterliefen, welche
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spiter beim Prioritdtsstreit eine Rolle spielen sollten, ist bei der Arbeitsweise NEW-
TONS, die nicht auf elegante kanonische Lehrbuchdarstellung, sondern auf die Bewil-
tigung der Fiille der Einzelprobleme abzielte, nicht zu verwundern.

3. Newton im Priorititsstreit mit Leibniz

Gerade diese mehr skizzenhaften Entwiirfe, welche erst nach Jahrzehnten geradezu
in eiliger Hast publiziert wurden, um dem wachsenden Einfluss der Leibnizschen
Differentialrechnung zuvorzukommen, welche dank der eleganten Geschmeidigkeit
ihrer Symbolik sich — inshesondere bei den Mathematikern des Kontinents — immer
mehr durchsetzte, sollten NEWTON in einen der unerquicklichsten Priorititsstreite ver-
wickeln, welche die Geschichte der Wissenschaft kennt. Dieser Streit wiire iberfliissig
geblieben, wenn die Zeitgenossen hétten erfassen konnen, dass die Entdeckung des
Infinitesimalkalkiils bei NEwTON und bei LEIBN1Z auf verschiedenen ideengeschicht-
lichen Voraussetzungen beruht, so dass die genaue chronologische Fixierung der ein-
zelnen Entdeckungen gar nicht an das Wesen derselben heranreicht, Da aber gerade
jene tiefe Einsicht, welche der riickblickende Historiker gewinnen kann, den Zeitge-
nossen verwehrt ist, so entarteten die divergierenden Tendenzen des Physikers NEwTON
und des Philosophen LEIBNIZ bei der Entdeckung eines neuen mathematischen Kal-
kiils in einen leidigen Streit um die Oberflichensymptome einer datierten Prioritit.

Es ist kein Zweifel, dass NEwToN fast 10 Jahre vor LEIBNIZ seinen Infinitesimal-
kalkiil entdeckt hat. Aber bis zur zweiten Auflage der Principia (1713) hat NEWTON
in einer Anmerkung (Liber 1I, Sect. II, Prop. VII) anerkannt, dass LEIBNIZ unab-
hingig von ihm zu einem &hnlichen — er hitte sagen miissen: anderen — Kalkiil ge-
kommen sei. Er schreibt: «In Briefen, welche ich vor etwa 10 Jahren mit dem sehr
gelehrten Mathematiker G.W. Leibniz wechselte, zeigte ich demselben an, dass ich
mich im Besitze einer Methode befinde, nach welcher man Maxima und Minima be-
stimmen, Tangenten ziehen und dhnliche Aufgaben l6sen kénne, und zwar lassen sich
dieselben ebensogut auf irrationale wie auf rationale Grossen anwenden. Indem ich
die Buchstaben der Worte (wenn eine Gleichung mit beliebig vielen Fluenten gegeben
ist, die Fluxionen zu finden und umgekehrt), welche meine Meinung aussprachen,
versetzte, verbarg ich dieselbe. Der berithmte Mann antwortete mir darauf, er sei auf
eine Methode derselben Art verfallen, die er mir mitteilte und welche von meiner
kaum weiter abwich als in der Form der Worte und Zeichen.»

NewToNs erste Entdeckungen zur Fluxionsrechnung gehen nachweislich bis 1665
zurtick. NEWTON selbst schreibt in einem an Abbé Conti gerichteten, aber fiir
LeiBNiz bestimmten Brief vom 29. Mai 1716 (Recueil des Maiseanx 11, S. 98/99),
dass zum Beispiel ein Manuskript vom 16. Mai 1666 «contient en sept Propositions
une Methode générale de résoudre les Problémes qui regardent le mouvement».

NewtoN hat demnach die grundlegenden Ideen zur Fluxionenrechnung gleich-
zeitig mit seinen entscheidenden Gedanken zur Physik (Optik und Gravitation) in
der Zeit von 1664-1666 entwickelt; diese Jahre nach der Pubertit haben offenbar
NeEwTONS Genius entfaltet. Es ldsst sich heute nicht mehr im einzelnen feststellen,
wieviel von BARROWS Lectiones geometvicae auf das Konto seines Schiilers NEWTON
zu setzen ist; jedenfalls hat der Lehrer Newrons Erstlingswerk, die Analysis per
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