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Ludwig Schlifli
1814 - 1895

Ludwig Schlifli wurde am 15. Januar 1814 in Grabwil im Kt. Bern geboren als Sohn
des Johann Ludwig Schlifli, Handelsmann, Biirger von Burgdorf, und der Magdalena
geb. Aebi. Nach dem Besuch der Schulen in Burgdorf erméglichte ihm ein Stipendium
im Jahre 1829, das Gymnasium in Bern zu durchlaufen und hierauf an der theologischen
Fakultit der Universitiit zu studieren. Bereits zur Schulzeit trat die Begabung zur Mathe-
matik hervor, neben seinen theologischen Studien vertiefte er sich immer mehr in die
Wissenschaft, in der er spiiter Unvergiingliches geleistet hat. Sein Brotstudium beschlob
er 1838 mit dem Staatsexamen. Unter den hinterlassenen Papieren Schliflis ist uns sein
philosophischer Examensaufsatz erhalten « Von der Natur und dem Ursprung des Ubels
nach der spekulativen Idee Gottes und einer wissenschaftlichen wie religiosen Vorstel-
lung der Welt ». Er faBt darin seinen Glauben in die Worte zusammen: «Unter Ursprung
des Ubels glaube ich die Art und Weise, wie der Mensch sich der Siinde bewufit wird,
verstehen zu miissen. Zuerst weib der Mensch weder Gutes noch Boses, dieses ist unter
dem Wort Unschuld zu verstehen, sodann vernimmt er die Forderung der Vernunft und
wird sich seiner Schuld bewuft. Dieses ist schon ein Anfang der Besserung. Wir sind
auch iiberzeugt, daf jede menschliche Seele, frither oder spiter, iiber die Natur immer
mehr siege, und glauben daher, daB sie auch nach dem Tode fortdauert, da sie bei
demselben nicht fertig ist.» '

Allein, Schlifli vermochte das theologische Amt nicht anzutreten und nahm im Herbst
1837 eine Lehrstelle fiir Mathematik und Naturlehre an der Burgerschule zu Thun an.
‘Zehn Jahre unterrichtete er mit Erfolg und niitzte seine karge Freizeit zum griindlichen
Studium der héheren Mathematik. Durch seine Lehrverpflichtungen angeregt, eignete
er sich nebenbei ausgedehnte botanische Kenntnisse an. Nach W. Rytz gibt es von Schlifli
wertvolle Aufzeichnungen, «die fiir die Floristik unserer Gegend wie fiir die Geschichte
der Erforschung der Flora des Kantons Bern von Bedeutung sind ». AuBerdem befakte
er sich eingehend mit der Morphologie der Pflanzen. Insbesondere fesselte ihn die Stel-
lung der Blitter am Stengel, und er versucht, sie in mathematischen Gesetzen zu er-
fassen, was ihn auf die Reihen von Fibonaeci fithrt. Neben einem veroffentlichten Aufsatz
iiber Cucurbitaceen und einigen Manuskripten zeugen zwei Vorlesungen iiber geome-
trische Botanik in den Jahren 1853/54 von dieser Titigkeit.

Wihrend seiner Thuner Zeit wurde Schlifli durch gemeinsame Bekannte dem in
Berlin wirkenden Landsmann Jakob Steiner vorgestellt. Dieser war im Herbst 1843
-eben im Begriff, mit C. G. J. Jacobi, Lejeune Dirichlet und C. W. Borchardt nach Rom
“zu reisen. Steiner schlug seinen Gefdhrten vor, Schlifli fir den Winter als Dolmetscher
mit nach Rom zu nehmen, denn neben dessen mathematischen Fiahigkeiten war seine
Leichtigkeit, Sprachen zu lernen, bereits bekannt geworden. Hierdurch hatte der Auto-



4 J. J. BURCKHARDT: Ludwig Schlafli

didakt endlich Gelegenheit, bei den ersten Minnern seiner Zeit zu lernen. Dirichlet
unterrichtete ihn tiglich in Zahlentheorie, Schléflis spétere Arbeiten iiber quadratische
Formen zeugen davon. Daneben iibersetzte er zwei Arbeiten von Steiner und zwei von
Jacobi ins Italienische., Wir diirfen wohl annehmen, dab viele Arbeiten Schliflis aus
diesen Anregungen entstanden sind, die er in jenem Winter von Dirichlet und Jacobi
empfing. Im April 1844 mufte er an seine Schularbeit nach Thun zuriickkehren. Als
1847 durch den Riicktritt von J. F. Trechsel der Lehrstuhl fiir Mathematik in Bern frei
wurde, konnte sich Schlifli als Privatdozent habilitieren, und es wurden ihm von den
Behorden Aussichten auf eine bezahlte Stelle gemacht. So zog er im Friihjahr 1848 von
Thun weg mit der Hoffnung, sich ganz der Mathematik widmen zu kénnen. Aber diese
~ Freiheit war teuer erkauft, wissen wir doch, dak er nach seinen eigenen Worten in jenen

Jahren den blauen Hunger gelitten hat. Und an die Erziehungsdirektion schreibt er bei
der Uberreichung seiner Arbeit iiber die Resultanten: « beschriinkt einzig auf das Honorar
“von Fr. 400.—, muf ich im eigentlichen Sinne des Wortes darben, nicht nur an meiner
Person, was ich mit Freuden ertriige, sondern auch an allen Hilfsmitteln der Wissen-
schaft ». Die Ernennung zum auberordentlichen Professor im Jahre 1853 dnderte hieran
wenig. Schlifli mubte sich 1854 bis 1860 seinen Unterhalt mit Berechnungen fiir die
Schweizerische Nationalvorsichtskasse verdienen, was einen groBien Teil seiner Arbeits-
kraft absorbierte. J. H. Graf iiberliefert uns «Er liebte es nicht, an diese Zeit erinnert
zu werden und sprach nicht gerne davon>».

Welches waren die Fragen, mit denen sich Schléfli in seiner Zeit als Privatdozent in
Bern befafite?

Nachdem er in Thun einige kleinere Arbeiten meist geometrischen Inhaltes versffent-
licht hatte, vertiefte er sich in Bern in zwei mathematische Probleme bedeutenden Aus-
maBes. Das eine betrifft die Theorie der Elimination, das andere die n-dimensionale
Geometrie. Seine Ergebnisse fafit er in zwel umfangreichen Abhandlungen zusammen.

«Uber die Resultante eines Systemes mehrerer algebraischer Gleichungen. Ein Bei-
trag zur Theorie der Elimination » sendet Schlifli im Dezember 1850 an die Akademie
der Wissenschaften in Wien, wo die Arbeit im 1V. Bande der Denkschriften versffentlicht
wird. Das Werk ist bisher nicht als Ganzes gewiirdigt worden, was daher kommen mag,
daf sich sein Inhalt auf verschiedene Gebiete erstreckt. Den ersten Teil fabt Schléfli in
einem Brief an Steiner in die folgenden Sitze zusammen:

«Zum gegebenen System von n hioheren Gleichungen mit » Unbekannten nehme ich
noch eine lineare Gleichung mit litteralen (unbestimmten) Koeffizienten a, b, ¢, .. . hin-
zu und zeige, wie man auf diesem Wege, ohne je mit fremden Faktoren die Rechnung
zu beldstigen, zur dchten Resultante gelangen kann. Ist alleg Ubrige numerisch gegeben,
so muf diese Resultante in Faktoren zerlegbar sein, welche alle in Beziehung auf e, b, c, . . .
linear sind. In jedem einzelnen dieser linearen Polynome sind dann die Koeffizienten
von a, b, c, ... die zu einer Losung gehorenden Werte der Unbekannten. » Es folgen
Anwendungen auf spezielle Fille im Anschluf an Arbeiten von Hesse, Jacobi und Cayley.
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Sodann werden grundlegende Sitze iiber Klasse und Grad einer algebraischen Mannig-
faltigkeit entwickelt, die in der Schule der italienischen Geometer Beachtung gefunden
" haben. Die Arbeit wird durch Untersuchungen iiber die Klassengleichung der Kurve
- dritten Grades beschlossen. Sicher hatte Schlafli mit dieser ersten grofen Arbeit inso-
fern Erfolg, als sie seinen Namen den fiithrenden Mathematikern seiner Zeit bekannt
- machte. Durch sie wurde Cayley auf ihn aufmerksam und schrieb seine Abhandlung
« Sur un théoréme de M. Schlifli », die mit den Worten beginnt: < On lit dans § 13 d’un
mémoire trés interessant de M. Schlifli un trés beau théoréme sur les Résultants.» Die
Bekanntschaft fithrte zu einem ausgedehnten Briefwechsel und 6ffnete Schlifli den Weg,
in englischen Journalen publizieren zu kénnen.

Aukerlich hat Schlifli den Erfolg nicht auszuniitzen verstanden. Steiner gab ihm An-
~ weisungen, die Arbeit an die einfluBireichen Stellen zu versenden, aber umsonst: «<Das
- sind Dinge, die ich auf jedem Spaziergang gepredigt habe; aber er ist ein Ziegel — ein
- Selbstmérder aus Fahrlidbigkeit — er will sein Licht nicht leuchten lassen.» Jedoch
" leuchtet der wissenschaftliche Eindruck der Abhandlungen nochmals in den Worten des
Nachrufes auf, den Brioschi ihm gewidmet hat: <Indem ich in den vergangenen Tagen
- diese wichtige Arbeit wieder lese, scheint es sich mir zu bestitigen, da wir darin die
- hervorragenden Eigenschaften des ganzen Werkes Schléflis erblicken. Und diese sind
- zuniichst tiefe und selbstindige Kenntnisse der einschligigen Arbeiten anderer, sodann
~ die Tendenz und die Leichtigkeit im Verallgemeinern der Resultate, endlich grofter
Scharfblick in der Untersuchung der Probleme unter den verschiedensten Gesichts-
. punkten.>» ‘

 Schlimmer ist es der zweiten groBen Jugendarbeit Schliflis ergangen, « der Weltiiber-
stiirmenden, der Frdewilzenden» (Steiner) Theorie der vielfachen Kontinuitit, Die
- Akademie in Wien lehnte die Drucklegung des grofien Umfanges wegen ab, und in
~ Berlin ging es nicht besser. So blieb die Arbeit liegen bis sie nach dem Tod des Ver-
fassers durch J. H. Graf 1901 in den Denkschriften der Schweizerischen Naturforschen-
- den Gesellschaft herausgegeben wurde. Nur einzelne Bruchstiicke daraus fanden den
- Weg an die Offentlichkeit durch das Journal von Crelle, durch Liouvilles Journal und
- durch das Quarterly Journal of Mathematics.

.- Die ersten Nachrichten iiber die Arbeit an der Geometrie in n Dimensionen stammen
- aus dem Jahre 1850, der Abschluf fillt ins Jahr 1852. Wir wollen versuchen, einen
- Einblick in Schliflis Entdeckungen za geben. Wir diirfen wohl sagen, da im Mittelpunkt
der unverginglichen Arbeit die ausfithrliche Theorie der regelmibigen Korper im eukli-
- dischen Raume R, von n Dimensionen und der damit verkniipften Probleme der regel-
- migigen Unterteilung der hoherdimensionalen Sphiren steht.

~ Im Ry heibit ein von Ebenen begrenzter Korper ein Polyeder. Wir setzen im folgen-
- den voraus, dak dieses ganz im Endlichen liege und nirgends konkav sei. Entsprechend
- heift im R, ein von Hyperebenen begrenster Korper ein Polytop, das wir wiederum
- ganz im Endlichen gelegen denken und das nirgends konkav sei. Um zum Begriff des
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regelmifigen Polytopes zu gelangen, definiert man vorteilhaft zuerst das gleichformige
Polytop. Denken wir uns im R, ein Polytop II, gegeben. Wenn es moglich ist, durch
eine Spiegelung oder eine Drehung von 11, eine Ecke 4 in eine Ecke B iiberzufiihren,
so nennt man A und B dquivalent. Wir definieren rekursiv: '

Ein Polygon /I, heibt gleichformig, wenn es regelmibig ist. Ein Polytop I, (n > 2)-
heift gleichformig, wenn alle seine begrenzenden II,_; gleichférmig und alle seine.
Ecken #quivalent sind. In obenstehender Abbildung haben wir ein gleichférmiges Poly-
eder vor uns, es ist begrenzt von drei Quadraten und zwei gleichseitigen Dreiecken. Die
oleichformigen Polyeder werden auch Archimedische Kérper genannt.

Es kann gezeigt werden, dab ein gleichférmiges Polytop /7, lauter gleich lange Kanten
/1, und eine umschriebene Sphire besitzt. Wegen der letzteren Eigenschaft ist es mog- .
lich, von deren Mittelpunkt M -den Radius zu einem Eckpunkt A4 zu ziehen. Auf ihn
denken wir uns senkrecht ‘eine Hyperebene derart errichtet, daf diese alle von A aus-.
gehenden Kanten I, schneidet, etwa in den Punkten S;, S;, ..., Si. Das hierdurch er-
haltene Polytop 7, heifit das Eckpolytop des Punktes 4. Da nach Definition des
gleichférmigen Polytopes alle Ecken iquivalent sind, ist diese Konstruktion unabhiingig
von der speziell ausgewihlten Ecke A, wir diirfen daher kurz vom Eckpolytop eines
cleichformigen Polytopes sprechen.

Nach dieser Vorbereitung ist es moglich, ein regelmifiges Polytop rekursiv zu de-
finieren als ein gleichformiges Polytop II,, dessen Eckpolytop I/, regelmibig ist.

Schlafli legt seiner Untersu'chung der regelmifigen Polytope seine Entdeckung zu-.
grunde, dak ein solches durch ein Symbol, das wir heute das Schléflische Symbol nennen,
charakterisiert werden kann, Wir definieren: .

{k,} ist das Schliflische Symbol des ebenen regelmibigen k;-Ecks. {ky, ..., ka—1} ist
das Schliflische Symbol desjenigen regelmiifigen Polytopes 7, dessen Begrenzungs-
polytope das Symbol {k;, ..., kn—2} und dessen Eckpolytope das Symbol {;, ..., ken—1}
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haben. Habe fiir ein regelmifiges Polytop /I, das Begrenzungspolytop //,—; das Symbol
{k1, ..., kn—2} und das Eckpolytop /T, 1* das Symbol {k,*, ..., ku-1*} . Wenn wir zeigen
kénnen, dak ki — k* (i = 2, ..., n— 2), so ist die Schliflische Bezeichnungsweise ge-
rechtfertigt.

Sei P die Operation: Von einem regelmibigen Polytop nimmt man das (n — 1)-
dimensionale begrenzende Polytop. Sei () die Operation: Vom selben Polytop nimmt
man das Eckpolytop. Bilden wir

QPH - {k2a i 3 G kn——2}v PQ]In = {k2*a i ¢ By kndz*}'

Weil nach Definition ein regelmifiges Polytop nur einerlei (n-— 2)-dimensionale Be-
grenzungspolytope besitat, ist

QPIlL, = PQII,
und somit ki=k* (=2 ...,n—2).

Schlifli fand einen Weg, alle regelmiBigen Polytope im R, zu bestimmen, indem er
die Zahlen %, ..., kn-1 des nach ihm benannten Symboles berechnete. Werfen wir
einen Blick auf sein Verfahren!

In der Ebene gibt es bekanntlich zu jedem %, ein regelmifiges &;-Eck. Tm Raume
Ry geht Schlifli vom Fulerschen Polyedersatz aus. Diesen hat er sodann als Erster fiir
den R, bewiesen und folgendermalien formuliert: Sei ein Polytop mit a, Ecken, a; Kan-

ten, a, Flichen (zweidimensional), ..., an—1 begrenzenden (n — 1) - dimensionalen Poly-
topen gegeben und sei a, = 1 gesetzt. Dann gilt nach Schlafli

o — ay + ay — ay + — . =D gy (— 1) an =1, (1)
Fiir n = 3 erkennen wir hierin den bekannten Eulerschen Polyedersatz:
ap~— a4y + a;, = 2. (2)
Da ferner fiir einen Kirper mit dem Symbol {£,, k| gilt:
ky-ag =2a; =k - a;, (3)
so folgt mit Hilfe von (2):

azo:al:az:]_:41131:2]511152:4!]52:[4'_‘(](31”**2)(1152"’"'2)].
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Die Natur der Aufgabe verlangt fiir [4 — (k; — 2) (b — 2)] einen positiven Wert, so-
mit sind fiir das Produkt (k; — 2) (k; — 2) nur die Werte 1, 2, 3 méglich. Da der kleinste
Wert fiir &, sowohl als auch fiir &, die Zahl 3 ist, erhilt man die folgenden méoglichen |
Schliflischen Symbole: |

13,3} Tetraeder, 13, 4} Oktaeder, 13, 5} Ikosaeder,

{4, 3} Wiirfel, {5, 3} Dodekaeder.

Daf zu diesen Symbolen wirklich Kérper gehoren, zeigt man durch die Konstruktion. .
Es liegt nahe zu versuchen, auf analogem Wege die regelmiBigen Korper im Ry zu

bestimmen. Fiir n = 4 wird aus (1) :

aoma1+agma3:0

Diese Gleichung ist im Unterschied zu (2) homogen, man kann daher nur die Verhiilt-
nisse der a; bestimmen. Schlifli sagt hierzu: <Es bleibt daher kein anderes Mittel iibrig,
die Existenz eines regelmiiBigen Polytopes zu beurteilen und die Zahl seiner Stiicke zu -
erfahren, als die wirkliche Konstruktion.» Zu diesem Zweck bestimmt er den Radius.
der umschriebenen Sphire eines regelmibigen Polytopes {ky, ky, by} der Kantenlinge
eins. Soll dieser Radius reell sein, so ergibt sich, daf

sin kll - gin w;{;- > ¢os —;:; : (4).
sein mub. Die einzigen Zahlentrippel, die dieser Bedingung geniigen und fiir die bereits
Uk, ko) baw. {ky, ky} regelmiBige Korper sind, sind die folgenden sechs:

{39 39 3}7 {47 37 3}7 {39 39 4}9 {39 47 3}? {5’ 39 3}9 {3’ 37 SI'

Schlifli zeigt sodaun, dab sich zu ihnen tatsichlich Polytope konstruieren lassen, daB es
somit im R, genau sechs regelmifige Polytope gibt. Wir sehen, daf Schlifli bei seinem
Vorgehen insofern vom Gliick begiinstigt war, als die Bedingung (4) gerade die nétige
Schirfe besitzt, bereits alle regelmibigen Polytope auszusondern. Sehen wir uns diese
etwas niher an: '

13,3,3) ist das Analogon zum regelmibigen Tetraeder und wird auch das regel-
mibige Simplex genannt. Es besitst fiinf Ecken, zehn Kanten, zehn gleichseitige Drei-
ecke und fiinf begrenzende Tetraeder, weswegen es auch Fiinfzell heift.

{4, 3,3) ist das Analogon zum Wiirfel und ist von acht Wiirfeln begrenat: Achtzell.
Dual dazu ist :

{3, 3,4}, das Analogon zum Oktaeder. Die Begrenzung besteht aus sechzehn Tetrae-
dern: Sechzehnzell. |
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Schlifli beweist im weiteren Verlauf seiner Arbeit, daB es in jedem R, fiir n > 4 nur
je drei regelmiBige Polytope gibt, nimlich die Analoga zu den drei eben besprochenen:
13, 3,...,3}: Regelmibiges Simplex.

14, 3, ..., 3}: n-dimensionaler Wiirfel, und dual dazu

13, ..., 3, 4} : RegelmiiBiges n-dimensionales Oktaeder.

Aufber den obigen regelmifigen Polytopen, die in jedem R, auftreten, gibt es im R,

‘noch die besonderen drei:

{3, 4, 3}, das von 24 Oktaedern begrenzte Vierundzwanzigzell.

(5, 3, 3}, das von 120 Dodekaedern begrenzte Einhundertzwanzigzell, und dual dazu

{3, 3, 5}, das von 600 Tetraedern begrenzte Sechshundertzell.

Lift man die Forderung, daf die Polytope konvex sein miissen, fallen, so treten zu
den obigen weitere regelmiibige hinzu. So haben wir die Sternpolygone und die teilweise
schon Kepler bekannten sternférmigen Polyeder. Mit wesentlich denselben Methoden
wie soeben gelingt es Schlifli, die sternférmigen Polytope des R, und ihre Artzahl an-
zugeben. :

Wenden wir uns einer anderen nicht minder wichtigen Entdeckung Schliflis zu, sie
steht im zweiten Teil der Theorie der vielfachen Kontinuitit. Wir wollen das Resultat
zuerst fiir die Ebene und den Raum formulieren: Im FEinheitskreis ist bekanntlich das
Differential eines Bogens proportional dem zugehorigen Winkel. In einem Kugeldreieck
mit den Winkeln «, 8 und 7 gilt fiir das Differential der Flache S:

dS=da+dp+dr, (5)

woraus durch Integration S = @ -+ # + 7 -+ const. Die Konstante wird zu — 7 be-
stimmt, indem man etwa @ = 7, 8 =7 = 0 nimmt. Somit gilt fiir die Fliche S des
Kugeldreieckes

Seadt iy ©)
wie bekannt. Sei im R, die Einheitssphiire
%2 ox? b oa =1 (7)

gegeben. Ferner seien n Hyperebenen durch den Nullpunkt gelegt, die wir kurz mit
()=0, (2) =0, ..., (n) = 0 bezeichnen, Durch (1)2.0, (2)=0, ..., (7> 0 wird
auf der Sphire (7) ein sphirisches Simplex S, ausgeschnitten, dessen <Fléche~ wir mit
S» bezeichnen. 5, ist begrenzt von sphirischen Simplexen von weniger Dimensionen
und die wir als Randsimplexe bezeichnen. Schliflis allgemeiner Satz besagt:

1 v
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wo S,—2 die Fliche eines um zwei Dimensionen niedrigeren Randsimplexes S, g ist
und A ein passender Winkel zwischen solchen ; die Summation erstreckt sich auf alle
eben genannten Randsimplexe. Fiir n = 3 geht (8) in die frithere Formel (5) iiber,
wenn man S; = 1 definiert. Der allgemeine Bau von (8) ist aber aus dem besonderen -
Falle n = 3 keineswegs leicht zu erraten. Schliflis Entdeckung ist sehr tiefliegend, wie
die Folgerungen daraus zeigen. Sein Entdecker gibt dafiir in der Kontinuitit einen Be-
weis mittels differentialgeometrischer Methoden, spiter fiigt er einen solchen mit Hilfe
der Integrairechnung hinzu. Wir wollen mit (8) eine Umformung vornehmen. Sei 0, die
ebenfalls von Schlifli erstmals bestimmte Oberfliche der Sphire (7). Durch ]

1
Sp = on Onfn

definiert Schlifli die zu S, gehérige plagioschematische Funktion f,, sie wird heute meist
Schliflische oder Simplex-Funktion genannt. Fiir diese beweist er die Rekursionsformel:

f?rn+1 :k{gﬁ 1)kf2m42k == GOZ.f2m i 012f2m—2 —]V T, (9) ..

wo ax proportional der (k - 1)-ten Bernoullischen Zahl By ist. (9) besagt, dab sich die
Schliflische Funktion in einem Raum ungerader Dimension zuriickfithren likt auf Schlaf- -
lische Funktionen in Rdumen gerader Dimensionszahl. Wir wollen den Satz durch die
folgende Betrachtung erldutern:

Nimmt man das sphirische Simplex im R, unendlich klein, so wird es zu einem
euklidischen Simplex im R,-1. (9) besagt dann fiir n = 2 das bekannte Resultat, daf
zwischen den Winkeln «, 8, 7 eines Dreiecks eine lineare Relation besteht: a - 5y ==.
Fiir fom gibt es keine entsprechende Reduktion, dies ist im Falle des Tetraeders bekannt.
Diese Tatsache steht wiederum im engen Zusammenhang damit, dak der Eulersche
Polyedersatz in Riumen gerader Dimension eine homogene Relation, in solchen unge-
rader Dimension eine inhomogene ist. Schlifli war sich der Bedeutung seiner Entdeckung
voll bewubt, schreibt er doch an Jakob Steiner: «Ich glaube den erwihnten allgemeinen
Satz nicht zu iiberschitzen, wenn ich ihn dem Schénsten, was in der Geometrie geleistet
worden ist, an die Seite stelle. »

Nachdem wir zwei der wichtigsten Ergebnisse aus der Theorie der vielfachen Kon-
tinuitit besprochen haben, wollen wir einen kurzen Uberblick iiber den sonstigen Inhalt
des Werkes geben, das in drei Teile zerfillt.

Der erste Teil enthiilt die «<Lehre von den linearen Kontinuen>». Darin wird die
Fuklidische Geometrie im R, begriindet. Nachdem die orthogonale Transformation und
der Winkel zweier Richtungen eingefiihrt ist, werden Inhaltsberechnungen angestellt.
Hierbei erhilt Schlifli den Satz, da der Inhalt des Parallelflaches gleich der Determi-
nante der orthogonalen Projektionen seiner Kanten ist. Sodann wird das Volumen der
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Pyramide durch deren Kanten ausgedriickt und der Pythagoréische Lehrsatz im R he-
wiesen. Es folgt die Berechnung der n Winkel zwischen zwei linearen Riumen R, und
R,*, die nur einen einzigen Punkt gemeinsam haben. Am Ende des ersten Teiles steht
sodann die bereits besprochene Theorie der regelmigigen Polytope.

Der zweite Teil handelt von der «Lehre von den sphirischen Kontinuen . AuBer der
oben erwiihnten Theorie der Schliflischen Funktion enthilt er eine ausfiihrliche Behand-
lung der Zerlegung eines beliebigen sphirischen Simplexes in rechtwinklige. Der Ab-
schnitt schlieft mit dem Satz iiber die Summe der Quadrate der Projektionen eines
Strahles auf die Eckpunktradien eines regelmiBigen Polytopes, der in neuerer Zeit
wiederum das Interesse der Forschung gefunden hat.

Der dritte Teil ist iiberschrieben: « Verschiedene Anwendungen der Theorie der viel-
fachen Kontinuitit, welche das Gebiet der linearen und sphérischen iibersteigen>. Er
behandelt teils die Ubertragung von Sitzen von J. Binet, C. Monge, M. Chasles und
Ch. Dupin auf quadratische Kontinua im Rn, teils enthilt er Entdeckungen, die Schlifli
eigen sind. Zuniichst wird fiir ein quadratisches Kontinuum der Mittelpunkt, die Haupt-
achsen und die konjugierten Durchmesser bestimmt. Sodann beweist Schlifli das Trig-
heitsgesetz der quadratischen Formen mittels einer Stetigkeitsbetrachtung. Schlafli ist
somit neben Gaub und J.J. Sylvester, der dieses Gesetz 1852 publiziert hat, als Mit-
entdecker zu stellen. Hat er wohl dariiber mit Jacobi, dem dieses Gesetz um jene Zeit
auch bekannt war, bereits in Rom gesprochen?

Es folgt unter anderem eine Verallgemeinerung eines Satzes von J. Binet fiir ein
System konjugierter Halbmesser: Die Summe der Quadrate aller m-fachen aus den kon-
jugierten Halbmessern eines Systems gebildeten Parallelepipede ist gleich wie wenn das
System aus den Hauptachsen gebildet wird. Sodann gelingt Schlifli eine Einteilung aller
quadratischen Kontinuen mit Mittelpunkt in zwei Gattungen. Sind alle Hauptachsen-
quadrate oder nur eines positiv, so hat jede tangierende Hyperebene mit der Fliche nur
einen Punkt gemein (fiir n = 3: Ellipsoid und zweischaliges Hyperboloid), in den
anderen n — 2 Fillen findet ein Schnitt statt. Weiter folgt die Verallgemeinerung des
Satzes von Monge iiber den Direktorkreis oder den Hauptkreis eines Mittelpunktkegel-
schnittes: Li#Bt man die begrenzenden Hyperebenen eines rechtwinkligen Ecks eine
Mittelpunktsfliiche zweiter Ordnung beriihren, so liegt die Ecke auf einer konzentrischen
Sphire, deren Radiusquadrat gleich ist der Summe der Hauptachsenquadrate. Nachdem
Schlifli das einzelne quadratische Kontinuum untersucht hat, wendet er sich den kon-
fokalen Systemen zu. Auch fiir sie gelten die uns aus dem Ry bekannten Sitze, daf sie
orthogonal sind und sich in Kriimmungslinien schneiden. Diese letatere Tatsache wird
dadurch bewiesen, dab Schlifli gleich zeigt, dab sich irgend zwei orthogonale Flichen
in solchen Kurven schneiden. DaB im R, die Bestimmung eines Systems orthogonaler
Flichen von einer linearen partiellen Differentialgleichung dritter Ordnung abhéngt,
berichtet Schlifli bereits am 3. Januar 1852 seinem Freunde Jakob Steiner. Hiermit hat
er ein Resultat von G. Darboux vorweggenommen. Er begniigt sich aber nicht mit der
Feststellung dieses Frgebnisses, sondern gibt uns eine graphische Konstruktion eines
Systems orthogonaler Flichen, wenn eine derselben willkiirlich gegeben ist. Die Uber-
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tragung obiger Entdeckung auf den R, bereitet ihm grobe Schwierigkeiten, und wir "
entnehmen dem angefiihrten Brief, daf gerade diese es waren, die den Abschlub der
Kontinuitit verzdgerten.

Von den (g) e (n —2_ 1) LB (n, _3— 1) im R, auftretenden Bedingungen fiir die

Orthogonalitiit entspricht ein erstes System von (n 9

) Gleichungen der oben an-

gebenen Gleichung dritter Ordnung, wihrend fiir n > 3 wesentlich neu ein weiteres .

3 1) Differentialgleichungen hinzutritt. Schlidfli vermutet, dab diese

System von (n N
Gleichungen bereits aus denjenigen des ersten Systems folgen, doch weib er fiir die
Losung dieser Aufgabe «durchaus keinen Rat>. Weiterhin wendet sich Schlafli der Be-
rechnung des Inhaltes zu, der zwischen n konfokalen quadratischen Kontinuen gelegen :
ist und bestimmt im Anschluf an Jacobi die geoditischen Linien auf einem solchen.
Der SchluBabschnitt der grofen Arbeit wird durch ihren Verfasser mit folgenden Worten
gekennzeichnet: «Fs ist bekannt, mit welchem Erfolg in der Statik die Begriffe des
Differentialparameters und des Potentials von Gauk, Lamé, Liouville und anderen ein-
gefiihrt und angewandt worden sind. Die meisten hier einschlagenden Sitze sind aber
durchaus nicht auf den Raum beschriinkt, sondern gelten fiir jede beliebige Totalitt.

Dies nachzuweisen, ist der Zweck der folgenden Paragraphen. Wenn darin das meiste
dem Leser blof als generalisierende Nachahmung der genialen Arbeiten der erwihnten -
~ Analysten erscheinen mub, so wird er doch am Ende dieses Abschnitts eine sehr all- "
gemeine Form der Entwicklung arbitrirer Funktionen von beliebig vielen Variablen in
Reihen von periodischer Natur finden, die vielleicht einiges Interesse darbietet; iiberdies
glaubte ich, Dinge, die mit der Theorie der vielfachen Kontinuitit in so engem Zu- |
sammenhang stehen, hier nicht ibergehen zu sollen. » '

Sehen wir noch zu, wie Schliflis Jugendarbeit bei ihrem Erscheinen beurteilt wird. '
« Diese Abhandlung iibertrifft an wissenschaftlichem Wert einen guten Teil von allem,
was bis heute auf diesem Gebiet der mehrdimensionalen Geometrie erschienen ist>, schreibt
P. H. Schoute und beklagt das Schicksal des Verfassers mit den Worten: «So erfuhr
denn dieser das tiefe Leid, das dem zufillt, der seiner Zeit voraus ist: Die Friichte seiner
reifsten Studien nicht welthekannt machen zu kénnen. Und hierfiir wird der Erfolg der
Einteilung der kubischen Flichen nur eine kleine Entschiidigung gewesen sein, weil diese, -
so verdienstvoll sie auch sein moge, nach meiner Meinung lange nicht so von Genie
spricht, wie die Theorie der vielfachen Kontinuitit. »

Die Bekanntschaft Schliflis mit Steiner wirkte sich in der ersten Hilfte der fiinfziger
Jahre auBerordentlich giinstig aus, wie uns der ausgedehnte Briefwechsel zeigt. Steiners
« Tiefblicke » haben dem lehrbegierigen Jiinger neue Gebiete erdffnet. Inshesondere hat
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er ihn mit Cayleys Entdeckung der 27 Geraden auf der Fliche dritter Ordnung bekannt
gemacht. Nicht umsonst! Am 2. Mai 1854 schreibt Schléfli einen Brief nach Berlin, wo-
rin er seine Entdeckung des Doppelsechsers im Anschluf an die 27 Geraden mitteilt.
Der Ausgangspunkt der folgenden Darstellung Schliflis bildet die Tatsache, dak sich zu
vier windschiefen Geraden (Schlifli sagt «Strahl>) im allgemeinen zwei Geraden finden
lassen, die alle vier schneiden. «Durch einen Strahl a; gehen fiinf beliebige Strahlen
by, bs, by, by, b;. LBt man von diesen der Ordnung nach je einen weg, so geht durch
die vier iibrigen aufer a; immer noch ein Strahl, und man erhilt so die fiinf Strahlen
g, a3, a4, 05, dg. Nun kann durch ag, a4, a5, a4 auber by noch ein Strahl gelegt wer-
den: dann wird dieser b; von selbst auch durch ay gehen. Werden ndmlich auf ¢, vier
‘beliebige Punkte, und auf jedem der durchgehenden Strahlen by, by, by, by, bs deren
beliebige drei gegeben, so ist durch alle 19 Punkte eine /° bestimmt, und man erkennt
sogleich, dab alle sechs Strahlen darein fallen, usf. Ich nenne dieses System von 26
Cayleysche Strahlen, wo je einer der einen Hilfte den gleichnamigen der anderen nicht,
‘aber alle fiinf iibrigen schneidet, wihrend die sechs Strahlen derselben Hilfte sich nicht
schneiden, — einen Doppelsechser. Die F® hat deren 36.» Zur Irlduterung geben wir

in beistehender Abbildung das Inzidenzschema der Geraden eines Doppelsechsers, Schlafli
hat seine Entdeckung im 2. Band des Quarterly Journal of Mathematics 1858 verdffent-
licht und dieser Arbeit in den Londoner Transactions 1863 seine Einteilung der Flichen
_dritter Ordnung nach MaBgabe der Singularititen in 22 Arten folgen lassen. Hierfiir
erhielt er 1870 von der Berliner Akademie den Steiner-Preis von 600 Thalern.

Tn Schliflis Nachlaf befindet sich eine 60 Seiten lange Finfithrung in die Theorie der
Flichen dritten Grades mit der Herleitung der darauf befindlichen Doppelsechser, sie
stammt wohl aus dem Jahre 1871. Wir geben daraus die Seite 11 wieder und hoffen,
dab diese Arbeit bei Gelegenheit veroffentlicht werden kann. (Das Faksimile ist etwas
~ verkleinert.)



14 1. J. BURCKHARDT: Ludwig Schlafii

s Ly b e, i p 8 po G 0 219 7 A 1
oy by o q 3 ;o—

K oo Yoo Pty W 2252 20 Fren

Olpp. W b ity wimer Bt e (promcon Vil fr—
@4, % A g T binson Pt g fff Pl AF Sl T
e I A oz, b fmgyt b
o st (i i A B), do I oo Gf BB,
Kt Oy W JiH, S U S Gl ae foist -

4/*"“ Jﬁ//g/fb %;«u‘%’u,ﬂ“/@’-”;'&,

w ' Y, -0 'J'A . 4‘7;.’51%.. ~
W, %, 9,8) =0 /> 7% AT

.. Z?H..;./:J.fy..ﬁ/l (W, %, %, z,}f\iw

Yo wisams Elintpry Zobt A R Y A &:-.}ﬁt‘yﬁ-ﬁ. an S A3
/-_-.0 c/‘c/7’{ /(/.Af Sy A. “,’RZA‘A-,.. %ZJ ;e e zm%%
R o /ﬁ...l. o fsm b :,::"Z irs :4 ;’ J*/:/i
Gmhe, G B o) EFA b g T
fW'W“Jw/_‘:-O/ Af =0 . b W»:..Z:,AIZ: .iz.;/d./}}//p. i.,
ru%’ :—-M “m, ‘Z7 Kv%."-. e hon % . (/m JIPSI, AR

R D DR gt i P
L Hifp uat 3,2, t Y NV N 6K mr
Latfa ¥ rbom wnd ﬁ{/ A [k Z(.‘.../'.. & ﬂv..;ﬂ.. (/%ﬂ. - rn
{;.7 At , i e Pk ; /(z. i o it R (Faictictn
PP Gmibl) Gpiphl . Man bty A (fw& b Cloyh AL =




J. J. BURCKHARDT: Ludwig Schlafli 15

Werfen wir noch einen Blick auf Schliflis iibrige geometrische Arbeiten! Im Jahre
1866 versffentlichte er die Arbeit «Erweiterung des Satzes, dak zwei polare Dreiecke
perspektivisch liegen - (J. reine angewandte Math. 65). Zwei polare Simplexe im Rn
haben danach die Eigenschaft, dab die Verbindungsgeraden entsprechender cken asso-
zitert sind, d. h. daB jeder lineare Raum R, 2, der n dieser Geraden schneidet, auch
die (n + 1)-te schneidet. Solche Simplexe heifien seither in Schliflischer Lage, die Um-
kehrung des Satzes wurde von Berzolari bewiesen. In unserer Zeit haben die Herren
Prof. Kollros, Longhi und Sydler Beitréige zu diesem Problemkreis geliefert. — Nach
der Aufstellung der allgemeinen Eigenschaften der orthogonalen Substitutionen in der
Theorie der vielfachen Kontinuitdt ist Schlifli nochmals auf dieses Problem zuriick-
gekommen und hat die Reduktion einer orthogonalen Matrix durch Ahnlichkeitstrans-
formation behandelt, was spiter von C. Jordan vervollstindigt wurde.

Schlafli bearbeitete erfolgreich Probleme aus der Schule der italienischen Geometer.
Er gab eine Bedingung dafiir an, dab eine Mannigfaltigkeit konstante Kriimmung be-
sitzt: Ihre geoditischen Linien miissen in einem passenden Koordinatensystem als Ge-
raden erscheinen. Ferner untersuchte er die Frage nach dem Raum kleinster Dimension,
in den eine Mannigfaltigkeit eingebettet werden kann; seine darauf beziigliche Vermu-
tung ist erst in neuerer Zeit durch M. Janet und E. Cartan (1926/27) bewiesen worden.

In die Betrachtung nichteuklidischer Raumformen schlob Schlifli den physikalischen
Raum mit ein. Riemann folgend, hatte fiir ihn der Raum der wirklichen Erscheinungen
nichteuklidische Metrik. In einem Aufsatz « Uber die Beziehung zwischen Analyse und
geometrischer Intuition» zieht er hieraus die Konsequenzen. Er beschreibt darin den
Raum als lineare, unendliche, orthogonale Manmnigfaltigkeit und verkniipft mit ihm,
Euler folgend, die Zeit durch das Trigheitsgesetz. Dabei scheut er die Auseinander-
setzung mit der herrschenden orthodoxen Anschauung nicht.

Kehren wir zum Ausgangspunkt von Schiéflis geometrischen Forschungen zuriick !
Nach der Abfassung seines Jugendwerkes wurde er durch seinen Landsmann Jakob Steiner
miichtig gefordert. Aus der Zeit des gemeinsamen Briefwechsels sind uns viele Hefte
geometrischen Inhaltes hinterlassen, aus denen nach einer Bemerkung von Herrn Prof.
W. Scherrer hervorgeht, dak Schlifli zu Steiners Losung des isoperimetrischen Problems
kritisch eingestellt war und die Notwendigkeit, die Existenz des Extremums zu beweisen,

“gesehen hat.

Obschon Schlifli nur eine einzige Arbeit zur Zahlentheorie veroffentlicht hat, diirfen
wir doch nicht unterlassen, seine Leistung und seinen Einfluf auf diesem Gebiet zu er-
wihnen. Wie wir schon bemerkten, wurde er vom ersten Interpreten von Gaufens
Jugendwerk in die konigliche Wissenschaft eingefiihrt, und es ist nicht verwunderlich,
dab dieser Unterricht in Schliflis Schaffen seinen Niederschlag gefunden hat. Seine
Publikation betrifft die Komposition der quadratischen Formen, fiir die er eine sym-
bolische Formel angibt, mit der er wohl das bei Gaub fehlende assoziative Gesetz be-
weisen wollte. Aufschlubreicher als diese Arbeit ist fiir Schliflis Schaffen sein Nachlal.
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Auber einigen hervorragenden Ausarbeitungen befinden sich darin bemerkenswerte Ta-
bellen. Um diese zu erliutern, darf ich kurz an folgendes erinnern: Gaub, ausgehend
von Eulers Arbeiten, betrachtete die binire quadratische Form

(a, b, ¢) = ax? -+ 2bxy -+ ¢y?,
¥ Y

wo @, b, ¢ gegebene ganze Zahlen, die Koeffizienten, sind, und x und y unbestimmte :
ganze Zahlen. Als Determinante wird der Ausdruck D = b* — ac bezeichnet. Man be-
trachte die Transformationen

x = ox' + By
y=7ra + 0y, |ad— By [ +0; a, B, 7,0 ganzzahlig,

von verschiedenen Formen ineinander. Solche Formen miissen gleiche Determinante
haben und heifen dquivalent. Aquivalente Formen bilden eine Formenklasse, als Re-
priisentant einer Formenklasse kann man eine reduzierte Form nehmen. Ferner teilt
man die Formen ein in Geschlechter mittels gewisser Restcharaktere. Der Hauptsatz
besagt nun, dab zu gegebener Determinante nur endlich viele Klassen gehoren. Dabei -
gestaltet sich die Untersuchung fiir positives [ wesentlich anders wie fiir negatives. Diese
Ergebnisse hat Gauf zum Teil mittels grober Tabellen gefunden, die im NachlaB heraus-
gegeben wurden (C. F. Gau, Werke, Bd. 2, Seite 450 ff.). Auch in Schliflis Nachlah
befinden sich hierzu Tabellen, und zwar fiir positives wie auch fiir negatives 1.

Fiir negative Determinante reichen die Schliflischen Tabellen von D == -—135 bis
—-1303, wihrend die Gaubschen viel weiter gehen. Schlifli gibt aber im Unterschied
zu Gaub iiberall die reduzierten Formen an, nicht nur die Anzahl der Klassen pro Ge-
schlecht. Inshesondere interessieren dabei die sog. irreguliren Determinanten. Bekannt-
lich bilden. die Klassen des Hauptgeschlechtes eine Abelsche Gruppe. Diese ist meist
~ zyklisch. Aber schon Gauf hat bemerkt, daf sie auch nicht zyklisch sein kann und hat
dann die Determinante eine irregulire genannt. Im ersten Tausend fand er 13 solche.
Nach Schlifli hat er dabei vier irregulére iibersehen. |

Fiir positive Determinanten findet sich bei Schlifli eine Tabelle fiir 1) = 75 bis 1006.
Diese ist viel umfangreicher als diejenige von Gauf, die bis 300 und von 800 bis 1000
geht und dariiber noch vereinzelte Determinanten anfiihrt. Da die Reduktionstheorie
fiir positive Determinanten viel mithsamer als diejenige fiir negative Determinanten ist,
steckt in den Schléflischen Tabellen eine ungeheure Arbeit. Auch hier zeigen sich wie-
der einige Abweichungen von Gaub, und es ist merkwiirdig, dak Schlafli nirgends hier-
auf aufmerksam macht, stammen doch seine Rechnungen wahrscheinlich aus den Jahren
1878—80, jedenfalls nach 1863, dem Erscheinungsjahr von Gaubens Nachlaf. Im
Fxemplar der Gaufischen Tabellen, das aus dem Nachlaf von Schliflis Schiiler Arnold
Meyer stammt, habe ich einige Korrekturen finden konnen, vielleicht wubte Meyer durch
Schlifli von den Abweichungen. Es scheint mir begriindet, diese Ergebnisse mithsamster
Arbeit der Wissenschaft nicht verborgen zu halten und es ist zu hoffen, fiir die Publi-
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kation den geeigneten Weg zu finden. — Schliflis Kenntnisse der quadratischen Formen
haben wohl ihre grofte Wirkung durch die Forschungen seines Schiilers Arnold Meyer
gefunden, dessen bahnbrechende Arbeiten iiber die indefiniten terniren Formen erst in
jiingster Zeit durch die Arbeiten von Martin Eichler ihre volle Bedeutung erlangt haben.

Den geometrischen und arithmetischen Arbeiten stehen Schliflis funktionentheore-
tische Arbeiten nicht nach, sie haben seinen Namen dauernd in der Wissenschaft ver-
ankert. Fs ist erstaunlich, daf sich Schlifli vollig selbstéindig in die neuen Zweige der
damals michtig aufblithenden Funktionentheorie einarbeiten und darin Bleibendes leisten
konnte. Der Ausgangspunkt ist eine kleine Verdffentlichung in den Mitteilungen der
Naturforschenden Gesellschaft Bern 1862 « Uber den Gebrauch des Integrationsweges ».

o, a—1

tX i
.b1+7dx fir 0 <R (a) <1

Hier berechnet Schlifli einige Integrale, wie etwa

2 i » - . .
oder das Wahrscheinlichkeitsintegral { e~*dx mittels Integration im Komplexen, in-
4]

“dem der Integrationsweg passend gewdhlt wird. Solche Beispiele werden heute den Stu-
dierenden als Ubungen zur Funktionentheorie gegeben, Schlifli bemerkt abschliefend:
«Die hier angefiihrten Beispiele stehen in allen Lehrbiichern, werden aber meist mit
Hilfe von Doppelintegralen bewiesen. Ich wollte nur zeigen, daf man fiir diese Zwecke
weder Doppelintegrale noch unendliche Summen oder Produkte bedarf.» Der Inte-
gration im Komplexen bedient sich Schlafli auch in seinen iibrigen funktionentheore-
tischen Arbeiten mit grofitem Erfolg. Sie betreffen das Gebiet der Kugelfunktionen und
der Besselfunktionen, und Schliflis Name reiht sich wiirdig an diejenigen seiner Lands-
leute Daniel Bernoulli und Leonhard Euler.

Angeregt durch C. Neumanns Untersuchungen (1867) gibt er im 3. Bande der Mathe-
matischen Annalen im Anschluf an die Darstellung der Gamma-Funktion durch ein
Schleifenintegral die Integraldarstellung der Besselschen Funktion Ju (2) fiir beliebige,
‘auch nicht ganzzahlige n.

(w2}
In seiner letzten Verdffentlichung « Uber J Fnar "r;;%c? und verwandte Integrale >

[

(Acta Mathematica 1885) ist der anerkannte Meister nochmals auf die Integration im
Komplexen zuriickgekommen, indem er diese bereits von Cauchy betrachteten Integrale
neu berechnet, — Im Gegensatz zu manchen anderen Arbeiten sind diejenigen iiber
Funktionentheorie bereits zu Lebzeiten voll anerkannt worden und haben die Entwick-
lung dieses Zweiges der Mathematik nachhaltig befruchtet. Seine Leistungen sind ge-
‘wiirdigt und dargestellt worden in dem Werke G. N. Watson, Theory of Bessel Functions
(1922), auf das wir hier verweisen mochten. Eine beachtliche Anzahl von Schiilern hat
die Tdeen von Schlifli aufgenommen und weiterentwickelt, vorab sein Nachfolger
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J. H. Graf. Aus der von ihnen begriindeten Berner Schule der Funktionentheorie sind
hervorgegangen: L. Crelier, A. Gasser, E. Gubler, F. Iseli, W. Keestler, H. Otti, A. Rein-
eck, J. I. Schénholzer und C. Wagner. Auch in anderen Gebieten der Funktionentheorie -
war Schlifli gut bewandert, so namentlich in der Theorie der elliptischen Funktionen.
Sein Interesse wurde durch eine Arbeit von A. Cayley geweckt, von der er eine freie -'
Bearbeitung im Archiv der Mathematik und Physik 1850 erscheinen lief. Ausgehend
von der Produktdarstellung der elliptischen Funktionen leitet er die grundlegenden -

Siitze ungezwungen her. Besonders michten wir dabei auf Schliflis Kenntnisse der Eigen-
schaften der ebenen Gitter hinweisen, die bisher wohl nicht beachtet wurden. Uber diese
Arbeit berichtet Steiner in einem Brief vom 20. April 1856 an Schlifli: <Als ich dabei
von Threm Schicksal mit Liouville sprach, war Sturm sehr geriihrt und platzte mit dem
Urteil heraus, dafi Ihre Aufsiitze iiber elliptische Transzendenten in Grunerts Archiv das
Beste wiren, was er iiber denselben Gegenstand gelesen habe.> Seine genaue Kenntnis
der doppelt periodischen Funktionen konnte Schlifli sodann verwerten in der groBen
Arbeit « Uber die Bewegung eines starren Kérpers, der in bezug auf seinen Schwerpunkt
zwei gleiche Haupttrigheitsmomente hat, wenn ein in der Axe des dritten ungleichen
Haupttriigheitsmoments befindlicher Punkt befestigt und der Kérper der Schwere unter-
worfen ist> (zum Lektionskatalog der Berner Hochschule 1867). Hiervon hat der Ver-
fasser in den Annali di Matematica 1868 eine italienische Bearbeitung veréffentlicht.

Die hervorragendsten Arbeiten aber, die hier zu nennen sind, betreffen das Gebiet
der elliptischen Modularfunktionen. Zwar hat Schlafli hieriiber nur eine einzige Arbeit
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(1870) veroffentlicht, woraus die Bezeichnung < Schliflische Modulargleichung » hervor-
“gegangen ist. Doch zeugt der umfangreiche Nachlab von einer auferordentlich intensiven
und erfolgreichen Bearbeitung des Gebietes. Er ist von A. Hiiusermann in seiner Disser-
‘tation «Uber die Berechnung singulirer Moduln bei Ludwig Schlifli» (Ziirich 1943)
durchgearbeitet und dargestellt worden. Thr entnehmen wir: « Wichtige numerische Be-
ziehungen ahnte Schlifli lange voraus und begriindete auf diese Erkenntnis seine allge-
meine Theorie der Modularfunktionen und Modulargleichungen. Zunéchst entdeckte er
(im Sommer 1867) zehn Jahre vor Dedekind den Diskontinuititsbereich der Modul-
gruppe und fiihrte mit dessen Hilfe eine sorgfiltige Analyse der Hermiteschen Modular-
funktionen nach analytischen, zahlentheoretischen und geometrischen Gesichtspunkten
durch. Tm Februar 1868 beniitzte er schon Mittel, die Weber erst zwanzig Jahre spiiter
entdeckte und als f-Funktionen oder Klasseninvarianten bezeichnete. Numerisch fand
er zahlreiche, neue Ableitungen, sowohl einzelner singulirer Moduln als auch threr In-
varianten und zugehdrigen algebraischen Gleichungen. Uber diese ausgedehnten und
griindlichen Untersuchungen hat er nichts verdffentlicht.>

Dak Schiifli ein scharfsinniger Analytiker war, zeigt sich inshesondere in seiner Kritik
an Dirichlets Behandlung der Fourierentwicklung einer willkiirlichen Funktion. Er macht,
wie spiter auch Du Bois Reymond, darauf aufmerksam, wie man die Summe der Reihe
in einem Unstetigkeitspunkt bestimmen muk.

Auch mit der konformen Abbildung haben sich Schlifli und seine Schiiler befalt.
H. A. Schwarz zeigte, wie man ein von Geraden begrenztes Vieleck auf die obere Halb-
ebene konform abbildet. Hierbei entsteht das Problem, die auftretenden Integrations-
Konstanten numerisch zu bestimmen, was Schlifli in dieser Abhandlung durchfiihrt.

Endlich diirfen wir nicht vergessen, daf Schlifli in einem Brief an F. Klein im Jahre
1874 als Erster auf die Einseitigkeit der projektiven Ebene hingewiesen hat.

Er wurde zuerst bei seiner Einteilung der Flichen dritter Ordnung, von der wir be-
reits gesprochen haben, auf diese Auffassung gefithrt. Klein filhrte sodann 1873 die
Untersuchungen iiber die genannten Flichen weiter, und gewisse Abweichungen an der
Schlaflischen Auffassung fanden ihre Erklirung in der Tatsache, dab Schlafli die pro-
jektive Ebene als einseitige Fliche betrachtete. In dieser Ansicht wurde er durch seine
Untersuchungen iiber Abelsche Funktionen bestitigt. Die Entdeckung der Einseitigkeit
der projektiven Ebene ist eine schone Bestitigung des zu Anfang erwihnten Urteils von
Brioschi, dak Schlafli «<grobten Scharfblick in der Untersuchung der Probleme ‘unter
den verschiedensten Gesichtspunkten» besaf. Und zudem zeigt sie uns, wie vielseitig
seine Begabung war. Es ist nicht méglich, ihn unter die Geometer oder unter die Funk-
' tionentheoretiker oder sonst eine Fachgruppe von' Mathematikern einzureihen. Seine
‘Begabung war mathematischer Natur im tiefsten Sinne des Wortes, und er ist hierin nur
mit den Grobten der Mathematik zu vergleichen.

Uberblicken wir dieses fruchtbare Lebenswerk, so diirfen wir Schliflis Fachkollegen
aus Ziirich beistimmen, die ihm zum 70. Geburtstag schreiben: « Hat doch in dem Jahr-
hundert, das seit des unvergleichlichen Leonhard Eulers Tode verflossen ist, kein Schweizer
so vielseitig wie Sie das mathematische Wissen seiner Zeit beherrscht, und unter den
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jetzt lebenden Mathematikern aller Linder wiiten wir, was die Mannigfaltigkeit der.von
Thnen durchforschten Gebiete betrifft, nur Wenige Thnen an die Seite zu stellen.»

Umso erstaunlicher ist es, daf Schlifli noch Zeit und Kraft fand, sich zu einem viel-
seitigen Sprachforscher und scharfsinnigen Veda-Kenner auszubilden.

Sein handschriftlicher NachlaB zeugt hierfiir, enthilt er doch unter anderem 90 Hefte
Sanskrit und Kommentar zu Rigveda. Herr Professor A. Debrunner in Bern hatte die
Freundlichkeit, den Nachlaf durchzusehen: Schlifli hat mit auberordentlicher Griind-
lichkeit die einschligigen Werke seiner Zeit durchgearbeitet. «Uber den Wert dieser
Arbeiten kann ich mich nur mit Vorsicht duBern. Die Stiicke, die ich durchgelesen habe,
machen mir den Eindruck, daf Schlifli sehr tief in die Sprache eingedrungen ist und -
sich ein Urteil erlauben darf ... Ob Schlifli Eigenes zur Erklirung dieser Texte beige-
steuert hat, kann ich nicht sagen; dazu wiire ein genauer Vergleich mit den oben ge-
nannten Werken notig. Immerhin habe ich einzelne Stiicke, die ich zufillig etwas kannte,
durchgesehen, und dabei ist mir nichts aufgefallen, was den Eindruck des Neuen machte.
Es scheint dabei sein Bewenden za haben, daf er auf Grund der eingehenden Durch-
arbeitung vieler Texte sich sehr gute Kenntnis des Altindischen erworben hat und des-
halb im Falle des Auseinandergehens der Erkldrer ein eigenes, wohlbegriindetes Urteil
erlauben. durfte. Ich wiederhole: dieses Urteil gebe ich mit starkem Vorbehalt ab. Ich
mdchte empfehlen, bei Gelegenheit einem Vedisten ein Stiick vorzulegen zur genauen
Priifung. » Wie Schlifli bei seinen mathematischen Forschungen nie um des #uBeren
Erfolges willen gearbeitet hat, so diirfen wir wohl seine umfangreichen Sprachstudien
als den Ausflub seines Dranges auffassen, Neues aufzunehmen und zu verarbeiten, was
ihm durch seine geniale Leichtigkeit, Sprachen zu lernen, ermbglicht wurde. Und diese
Arbeit mag daza beigetragen haben, seine wahrhaft stoische Lebensruhe auch in den
widrigsten Umstiinden zu bewahren.

Zum Abschlub unserer Biographie diirfen wir noch einen Blick auf die zweite Lebens-
hilfte des vielseitigen Forschers werfen. Langsam gestalteten sich die duberen Lebens-
bedingungen ertriiglich, 1868 wird er Ordinarius und 1879 wird er in seiner Besoldung
einigermaben gleich gehalten wie andere Professoren. Ein vielseitiger Briefwechsel ver-
band ihn mit Schiilern und Freunden. DaB die Anregung, die von seinem Schaffen aus-
ging, hochgeschiitzt wurde, bezeugen die Ehrungen, die ihm von vielen Seiten zuteil
wurden. 1863 verlieh ihm die philosophische Fakultit Bern den Ehrendoktor: «<Es ge-
reicht ihr zur besonderen Genugtuung, durch diesen Akt kund zu tun, dab die Hoch-
achtung, deren sich Ihre Leistungen bei dem wissenschaftlichen Publikum Europas er-
- freuen, Thnen in nicht geringerem Mafie auch an der Anstalt zu Teil wird, welche die
Ehre hat, Sie zu den ihrigen zua zihlen. »

Auswirtige gelehrte Gesellschaften wihlten ihn zum korrespondierenden Mitglied: .
1868 das Reale Istituto Lombardo di Science e Lettere in Mailand, 1871 die Gesell-
schaft der Wissenschaften zu Gottingen, 1883 die Reale Accademia dei Lincei in Rom.

Daf Schlifli 1870 den Steiner-Preis fiir seine geometrischen Arbeiten erhalten hat,
haben wir schon erwihnt, das Institut de France iiberreichte ihm die Werke von Cauchy,



J. J. BURCKHARDT: Ludwig Schiafli 21

Norwegen diejenigen Abels, und die Berliner Akademie die Werke von Lejeune Dirichlet.
Sein Freund C.W. Borchardt iibersandte ihm ab 1867 das durch den Tod Poncelets
frei gewordene Geschenkexemplar des Journales fiir die reine und angewandte Mathe-
matik zum Dank fiir seine Beitréige.

Schlsfli war bis an sein Lebensende von einer grofen Schar anhinglicher Schiiler um-
geben. Wir sehen aus seinen Manuskripten, welch grofes Gewicht er auf die Ausarbei-
tung seiner Vorlesungen gelegt hat. Dies geht auch aus einem Brief an seinen Freund
-Hugo Schiff hervor: « Was die rein wissenschaftliche Titigkeit betrifft, so steht ihr die
allgemeine Ermiidung des Geistes, daher die Haufigkeit logischer Irrtiimer und Schwer-
fillligkeit des Herauswindens aus wirklichen oder vermeintlichen Widerspriichen ent-
gegen. Ich bin iiber pflichtmibige Unterrichtstitigkeit duferst froh und bemiihe mich;
Meine mathematische Hartknochigkeit und Routine auf andere zu iibertragen. Ich trachte
immer im Unterricht so frisch und unmittelbar als moglich zu sein und, wenn es mir
gelingt, mich in dieser Titigkeit aufzubrauchen, so will ich mich fiir gliicklich halten.>

Von Schliflis funktionentheoretischer Schule haben wir bereits gesprochen. Zwolf
Schiiler haben bei ihm promoviert, sechs von ihnen haben spiter an einer Hochschule
gelehrt, eine fiir unsere Verhiltnisse einzig dastehende Anzahl. Wir geben die Liste
seiner Doktoranden:

Tahr der
Prom, Name
1866 C.F. Geiser (1843--1934), Prof. der Mathematik an der E.T. H. Ziirich' von

1870 —1913.

1871 Arnold Meyer-Keyser (1844—1896), 18771896 o. Prof. der Mathematik an

‘ der Universitit Ziirich, 1870 —1877 Privatdozent an der E.T. H. Ziirich.

1877 J. H. Graf von Wildberg (1852—1918), 1892 o. Prof. der Mathematik an der

; Universitit Bern als Nachfolger Schlaflis.

1878 FElisabeth von Litwinoff-Iwaschkina.

1878 Jakob Hilfiker (1851—1913), ab 1893 Ingenieur der Landestopographie Bern
(vorher Lehrer).

1879 Friedrich Greefe (1855—1919), geb. in Wiesbaden, 1879 Dozent in Bern, 1881
Dozent, 1885 Prof. und 1897—1918 etatm. Prof. an der T. H. Darmstadt.

1883 G. Huber (1857—1923), 1890 Prof. der Mathematik und 1900—1921 Prof.
der theor. Astr. Universitit Bern.

1884 U. Bigler (1852—1941), Prof. an der Kantonsschule St. Gallen.

1886 Chr. Moser (1861--1935), 1904—15 Dir. des Eidg. Versicherungsamtes Bern,
1901 a. 0. Prof. und 1915—31 o. Prof. an der Universitit Bern.

1888 Alfred E. Jonquiere (1862— 1899), 1890—93 Dozent der Mathematik in Basel,

: 1894./95 Statistiker des Schweiz. stat. Amtes in Bern.

1888 F. Biitzberger (1862 —1922), Prof. an der Kantonsschule Ziirich.

1891 Hans Tschumi.
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Es ist nicht leicht, den Charakter eines grofien Gelehrten in Worten festzuhalten, seir.
Wesen geht in seinem Werk auf, und dieses ist stets sein bestes Charakterbild. Da dieset

Weg iiber das wissenschaftliche Lebenswerk stets nur fiir wenige gangbar ist, versuch!
die Mitwelt den Charakter eines Gelehrten in Anekdoten festzuhalten, erinnern wir etwél
an die betreffenden iiber Leonhard Euler oder David Hilbert. So auch bei Schlifli. EtwaS

tiefer wie dieser Weg fiihrt der Versuch, einen Gelehrten durch Vergleich mit seiner

Zeitgenossen zu kennzeichnen. Jakob Steiner, der vorwirtsstiirmende Entdecker und Er’

forscher neuer Gebiete der Geometrie, gehort bereits einer ilteren Generation an. Voni

seinem Landsmann, Karl Ludwig Riitimeyer (1825-—1895), dem erfolgreichen Vertreter
der aufblithenden deskriptiven Naturwissenschaften, trennt Schlifli die kritische Einstel
lung. Wenn wir unter den engeren Fachgenossen keinen finden, mit dem sich Schlfli

passend vergleichen lifit, so dringen sich gewisse Parallelen zu Jacob Burckhardt
(1818—1897) auf. Ihre seelische Grundhaltung weisen gewisse gemeinsame Ziige auf,’

insbesondere auch ihre Einstellung zur Politik. Dak beide, Schlifli und Burckhardt, von
der Theologie ausgingen, ist in den schweizerischen Verhiltnissen nicht zu verwundern.

Beide haben ihr absagen miissen, Burckhardt wegen Glaubensdifferenzen in Sachen Offen::
barung, Schlifli, weil er <unicht alles glaube ». Trotz dieser Absage an die Theologie sind!
weder Schldfli noch Burckhardt ins Lager der Freigeister getreten, wie das damals

iihlich war.

Beide opfern ihr Leben giinzlich der Wissenschaft, auf ihre eigene Person keine Riick-|
sicht nehmend. Sie harren in ihrer Vaterstadt aus, und wenn wir dies heute nicht mehr
richtig wiirdigen kénnen, so doch nur deshalb, weil diese beiden der Forschung erneut
die Bahn gebrochen haben. Wir denken dabei daran, dak ein Euler und ein Steiner in:

ihrer Heimat keine Méglichkeit hatten, zu wirken.

Jacob Burckhardts Werke sind in neuerer Zeit herausgegeben worden, eine Biogra:
phie ist im Erscheinen. So scheint uns auch fiir Schlifli die Zeit reif zu sein, seine Ab-.

handlungen zu sammeln.

In diesem Sinne hat die Schweizerische mathematische Gesellschaft im Jahre 1943/
dem Komitee Steiner-Schlifli der Schweizerischen naturforschenden Gesellschaft den;
Auftrag erteilt, diese Arbeit durchzufithren. Die auf drei Binde berechnete Ausgabe be-|
findet sich zur Zeit beim Verlag Birkhiiuser in Basel im Satz. Wir hoffen, damit nicht
nur Schlifli ein wiirdiges Denkmal zu setzen, sondern glauben, dab von seinen Arbeiten

erneut Anregung und Befruchtung ausgehen wird.

v :
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