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BEIHEFTE ZUR ZEITSCHRIFT
«ELEMENTE DER MATHEMATIK »

REDAKTION: L. LOCHER-ERNST

Beihefi Nr. 1 — Februar 1947 — Verlag Birkhiuser, Basel

Spannung und Spannungstensor

I

In seinem bekannten Werke: «Raum — Zeit — Materie» sagt H. Wéyl in einem
abschlieBenden Bericht iiber die Entwicklung der Relativititstheorie'): «Immer klarer
tritt zutage, dab die Physik eine Wissenschaft von genau dem gleichen Geprige ist,
wie es die Geometrie war, die jetzt von ihr aufgesogen wird.» Dieser enge Zusammen-
hang von Geometrie und Physik tritt im Unterricht wenig hervor, weil sich die elemen-
tare Geometrie in der Regel nicht eingehend mit der Untersuchung eines Axiom-
systems, sondern beinahe ausschlieblich mit deduktiven Entwicklungen befaft, wiihrend
in der elementaren Physik umgekehrt die Erarbeitung der Grundbegriffe die wich-
tigste Aufgabe darstellt, der gegeniiber deduktive Entwicklungen zuriicktreten. DaB aber
beide Wissenschaften ihre Erkenntnisse auf gleiche Art aufbauen, wird auch auf
elementarem Gebiete ersichtlich, sobald man auf die Frage eingeht, wie die Grund-
begriffe eingefiihrt werden.

Grundbegriffe lassen sich nicht definieren. So beginnt Hilbert seine Ausfithrungen
iiber ein Axiomsystem der Geometrie ohne jede Definition der Grundbegriffe Punkt,
Gerade, Ebene mit den Worten®): «Wir denken drei verschiedene Systeme von Dingen:
die Dinge des ersten Systems nennen wir Punkte . . . die Dinge des zweiten Systems
nennen wir Gerade ... die Dinge des dritten Systems nennen wir Ebenen . . .

«Grundbegriffe entstammen der Anschauung->®). Aufbauend auf diesen Grund-
begriffen wird die Geometrie nach einer Formulierung von Gonseth und Marti*) zu
einem <Schema von gedachten Dingen, einem Gedankenschema, das den physischen
Raum und die Mdoglichkeiten der Lage in diesem Raum zum Gegenstand hat. Die
geometrischen Begriffe und Begiechungen entsprechen dabei gewissen Gegenstinden
und Phinomenen dieses Raumes.” Die Hauptmerkmale eines solchen Schemas sind®):
«a) Gewisse Zeichen oder Symbole werden an Stelle von Gegenstinden eingefiihrt.
b) Gewisse Beziehungen der Symbole entsprechen eindeutig gewissen Beziehungen

!} Hermann Weyl, Raum - Zeit — Materie. 1918, Seite 227,

% D. Hilbert. Grundlagen der Geometrie. 2. Auflage, 1903. Seite 2. .

# Hilbert. Vgl. 2) Motto der Einleitung, Seite 1. ‘

1) Gonseth und Marti. Planimetrie. Leitfaden. 2. Teil. Ziirich 1936. Seite 126,
?) Gonseth und Marti. Vel. 4) Seiten 121/22,
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zwischen den symbolisch dargestellten Gegenstidnden. ¢) Schliisse, die auf Grund
des Schemas gezogen werden, sind nur dann zulissig, wenn jeder dabei vorkommende
Schritt in die Wirklichkeit iibersetzt werden kann. ... Bemerkung: Ein Schema
ist nicht notwendig endgiiltig. Es kann unter Umstinden noch vervollstindigt
werden. »

Ganz dhnlich spricht sich Hertz iiber das Wesen physikalischer Erkenntnisse aus.!)
<Es ist die niichste und in gewissem Sinne wichtigste Aufgabe unserer bewufiten Natur-
erkenntnis, dab sie uns befdhige, zukiinftige Erfahrungen vorauszusehen, um nach dieser
Voraussicht unser gegenwiirtizes Handeln einrichten zu kénnen. Als Grundlage fiir die
Losung jener Aufgabe der Erkenntnis benutzen wir unter allen Umstinden vorange-
gangene Erfahrungen, gewonnen durch zufillige Beobachtungen oder durch absichtlichen
Versuch. Das Verfahren aber, dessen wir uns zur Ableitung des Zukiinftigen aus dem
Vergangenen und damit zur Erlangung der erstrebten Voraussicht stets bedienen, ist
dieses: Wir machen uns innere Scheinbilder oder Symbole der duberen Gegenstinde,
und zwar machen wir sie von solcher Art, dab die denknotwendigen Folgen der Bilder
stets wieder die Bilder seien von den naturnotwendigen Folgen der abgebildeten Gegen-
stinde. Damit diese Forderung iiberhaupt erfiillbar sei, miissen gewisse Ubereinstim-
mungen vorhanden sein zwischen der Natur und unserm Geiste. Die Erfahrung lehrt
uns, daf die Forderung erfiillbar. ist und daf also solche Ubereinstimmungen in der
Tat bestehen.» Hertz fithrt weiter aus, dab die Bilder durch diese Forderungen nicht
eindeutig bestimmt werden, daB verschiedene Bilder derselben Gegenstinde moglich
sind, dab ein Bild in dem Sinne zweckmikiger sein kann als ein anderes, dab es
mehr wesentliche Beziehungen der Gegenstiinde wiederspiegelt als das andere.

Von der wissenschaftlichen Darlegung der Bilder verlangt Hertz vor allem Klarheit.
In seltenen Fillen findet ein Bild, eine Theorie, schon bei ihrer ersten Einfithrung diese
klare Darstellung. Als Beispiel sei die klassische Arbeit von A. Einstein iiber die spe-
zielle Relativititstheorie erwiihnt®). In der Regel aber ist die Arbeit von Jahrzehnten
oder — man denke an das Axiomsystem der Geometrie — von Jahrhunderten zur Er-
reichung dieses Zieles erforderlich. Ist aber ein klares Bild gewonnen, dann darf man
von der Lehrbuchliteratur eine klare Darstellung verlangen. Daf diese Forderung spe-
ziell auf dem Gebiete der Mechanik hiufig nicht erfiillt wird, hat Prof. Meibner in
einem Vortrag eindringlich dargelegt®). Er beschiiftigte sich in demselben vor allem mit
denjenigen Gebieten, in welchen die Wirkungen der Kérper auf einander durch Krifte
mit Angriffspunkten dargestellt werden kénnen. Im Gebiete der elastischen festen Kor-
per, der Fliissigkeiten und der Gase ist dies nicht mehr méglich. Wir miissen den Be-
griff der Spannung einfithren. Es ist ein in der Lehrbuchliteratur weit verbreiteter Fehler,
daf man iiber diesen Punkt méglichst unvermerkt hinweggleitet, stait im Gegenteil im
Sinne der Hertz’schen Forderung nachdriicklich hervorzuheben, dak ein neues Bild,

) H. Hertz. Prinzipien der Mechanik. 1804. Einleitung. Seite 1.

%) Zur Elektrodynamik bewegter Korper. Annalen der Physik. 17. 1905.

% E. Meifner. Zum Mechanikunterricht an der Mittelschule. 54. Jahrbuch des Vereins Schweizerischer Gymnasial-
lehrer. Versammlung in Baden 1925. Aarau 1926. Seite 101.
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ein neues Schema an Stelle der in Punkten angreifenden Krifte zu treten hat. Das
Postulat der stetigen Erfiillung des Raumes durch die Korper, das wir dabei einfiihren,
\zeigt iibrigens sofort, dafi auch das neue Bild nicht alle Erscheinungen wird umfassen
kénnen. Es wird versagen, wo bei Vorgingen die atomistische Struktur der Kérper
sich geltend macht, aber') <man wiirde bei der Untersuchung der Grundgesetze der
Schallwellen oder der Fliissigkeitsstromungen ungeschickt verfahren, wenn man gleich von
vornherein auf Molekeln oder gar auf die unveriinderlichen Atome der betreffenden
Korper zuriickgehen wollte, zumal auch die letzteren wiederum nur eine ideale Ab-
straktion darstellen. Absolut ld6t sich die Natur eben iiberhaupt nicht in menschlichen
Gedanken erschopfen. -

11

Das neue Schema zur Beschreibung der Wirkungen von Kérpern aufeinander ist das
folgende :

Wir fithren unter der Bezeichnung Spannung einen Vektor ein, der lings der Ober-
fliche eines Korpers oder Korperteiles stetig verdinderlich sei. Wir nennen speziell
Spannungen, die normal zu einer Fliche vom Kérper weg gerichtet sind, Zugspannungen,
normal gegen den Korper gerichtete Spannungen Druckspannungen und tangential zu
einer Fliche gerichtete Spannungen Schubspannungen. Schief zu einer Fliche gerichtete
Spannungen werden wir héiufig in eine Zugspannung und eine Schubspannung, bezie-
hungsweise in eine Druckspannung und eine Schubspannung zerlegen.

f sei ein kleines Flichenelement an einer Stelle 4, ¢ die. Spannung an dieser Stelle.
- Dann ordnen wir dem Flédchenelement im Punkte 4 eine Kraft zu in der Richtung ¢
mit dem Betrage K = f ¢.%}) Wir nehmen an, dab zwischen diesen Kriiften K und den
Bewegungen der Korper, beziehungsweise Korperteile die gleichen Zusammenhiinge
bestehen wie bei Kriften mit Angriffspunkten. Wir nehmen ferner an, daf auch fiir
die Spanmmgeﬁ der Satz von Aktion und Reaktion gelte, :

Unser Schema legt nicht fest, lings welcher Flichen und in welcher Verteilung bei
den Kérpern Spannungen zur Erklérung des Gleichgewichtes und der Bewegungen an-
genommen werden sollen. Einen greifbaren Inhalt erhilt der Begriff Spannung erst
durch néhere Angaben, wie das Schema bei verschiedenen Kérpern und den bei ihnen
mdglichen Bewegungen anzuwenden sei. Nur die Erfahrung kann zeigen, ob es zur Dar-
stellung der Erscheinungen in der Mechanik der Kontinua geeignet sei oder nicht. Eine
Finfithrung in die Mechanik der Kontinua verlangt also die Behandlung von Beispielen,
welche mit dem Begriff Spannung Zusammenhinge iiberblicken lassen, die in anderer
Weise nicht erfabt werden konnen. Auch grioBere Lehrbiicher der Experimentalphysik
begniigen sich mit der Behandlung eines extremen Sperzialfalles, der Druckspannungen
an den Grenzflichen der Fliissigkeiten und Gase. Viel aufschiuBreicher und damit fiir

1) M. Planck. Einfithrung in die theoretische Physik. Mechanik der deformierbaren Kérper. 1931. Seite 1.

%) Eine schirfere Formulierung wiirde Vertrautheit mit der Infinitesimalrechnung voraussetzen. Bei der Bildung
der Kriifte zu gegebenen Spannungen handelt es sich streng genommen um die Bestimmung von Flichen-
integralen,
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die Kldrung des Begriffes Spannung wertvoller ist die Betrachtung der Spannungen im
Innern von festen Kérpern. Schon die Behandlung einfacher Beispiele wird den Wert
der Einfihrung des Spannungsbegriffes, seine Eignung fiir die Behandlung von Pro-
blemen der Festigkeitslehre zeigen.

A 5] C ‘
K g K
— f
Bl
Figur 1

Wir untersuchen einen durch zwei Krifte K (Figur 1) auf Zug beanspruchten Stab
vom Normalschnitt f. Auf das Stiick 4 B des Stabes wirken die Kraft K und Spannun-
gen lings des Normalschnittes B B'. Wir werden annehmen diirfen, da diese Spannun-
gen fir die ganze Fliche B B’ gleiche Grofe und Richtung besitzen. Die Spannungen
fiir den ganzen Querschnitt miissen (wir sehen von der Beriicksichtigung des Eigenge-
wichtes ab) mit der Kraft K Gleichgewicht ergeben. Die Spannung o mub also eine Zug-
spannung sein, derart dab

fro=K, az—I;;«.

A 8

Figur 2

Wir legen nunmehr in Gedanken die Trennungsfliiche B B” unter dem Winkel ¢ ge-
gen den Normalschnitt geneigt. Es ist ‘

Bp'=—L_,

Ccos G

also, da wieder das Zusammenwirken von K mit den Spannungen lings B B Gleich-
gewicht ergeben muf:
__ Kcosa
7
Die Spannung ist'in diesem Fall kleiner als im Normalschnitt und unter dem Winkel
o gegen die Flichennormale geneigt. Sie nimmt ab mit wachsendem « und wird im

Léngsschnitt (o == 90°) gleich 0. Die schief zur Fliche BB gerichtete Spannung kon-
nen wir in eine Zug- und eine Schubkemponente zerlegen:

Kcos’a o_asina_ﬁKsintxcosa _ Ksin(2a)
s Oy == =
f f 21,

(j‘z == Foos 0 ==
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Die Zugkomponente nimmt mit wachsendem a bestéindig ab. Die Schubkomponente ist

K

im Normalschnitt 0, erreicht fiir o == 45° den Maximalwert —2"-}; und sinkt nachher

wieder auf den Wert 0 im Lingsschnitt. Der Maximalwert der Schubspannung ist halb
so grob wie der im Normalschnitt auftretende Maximalwert der Gesamtspannung. Die
berechneten Spannungen beschreiben die Beanspruchung des Materials im Innern eines
gezogenen Stabes; sie geben an, welche Wirkungen die Teile des Korpers lings belie-
biger Flichen aufeinander ausiiben miissen, wenn der Stab im Gleichgewicht bleiben
soll. '

Die GréBie der Zugkraft K mag nun so weit gesteigert werden, dag der Stab zerreifit.
Die Trennung erfolgt nicht lings einer Fliche mit maximaler Spannung, nicht lings
eines Normalschnittes. Die Rififliche setzt sich zusammen aus Teilflichen, welche gegen
die Léngsachse annihernd unter 45° geneigt sind, also aus Flichen mit grofier Schub-
beanspruchung. Sehr deutlich zeigt sich die Erscheinung bei Stiben von groferem
Querschnitt, wie sie bei Zerreifproben in Materialpriifungsanstalten benutzt werden.

A B
H

z —
¢ E

Figur 3 Figur 4

Fiir einen Demonstrationsversuch stelle man sich auf der Drehbank kleine Versuchs-
kérper von der Form A B C (Figur 3) her. Dieselben werden hei C zwischen den Backen
eines Schraubstockes festgeklemmt. Mit dem Hebel I (Figur 3 und 4) und der auf den
Schraubstock gelegten Walze W wird der Versuchskérper zerrissen. Dadurch, daf der
Kopf A4 B desselben lings eines Durchmessers auf der Kante D £ des Hebels aufliegt,
wird ein Biegen des Stiibchens vermieden.

|
A
!

Figur 5

Die gleichen Erscheinungen zeigen sich auch bei auf Léngsdruck beanspruchten
Siulen. Die Spannungen fiir die in verschiedenen Richtungen durch einen Punkt geleg-:
ten Ilichen — wir wollen fiir die Gesamtheit dieser Spannungen zur Abkiirzung die
Bezeichnung Spannungstensor gebrauchen — sind gleichartig denjenigen beim  gezoge-
nen Stab; nur treten an Stelle der Zugspannungen Druckspannungen. Auch hier erfolgt
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der Bruch annihernd lings Flichen maximalen Schubes. Eine Demonstration ist leicht
mdoglich mit einer hydraulischen Presse und kleinen Zementsiulchen aus einem «Anker
Steinbaukasten» als Versuchskérpern. Durch den Bruch entstehen keilférmige Stiicke
A B (Figur 5), durch welche Teile des Kérpers bei € und D seitlich abgedringt werden.

Figur 6

Diese Erscheinung spielt im Berghau eine Rolle. Nach dem Ausbruch eines Stollens
sind die Seitenwinde bei 4 und B (Figur 6) dhnlich beansprucht wie unsere Siulen.
Es kann zu <Bergschligen> kommen, bei welchen ahgesprengte Stiicke seitwirts in den
Stollen hineingeschleudert werden.

B,

4, |
N
L
1

A
Figur 7

Die fiir die Technik wichtige Erfahrung aus den geschilderten Versuchen libt sich
mit unserem Schema in einfacher Form aussprechen: Baumaterialien sind empfindlich
gegeniiber Schubbeanspruchungen. Diese Erfahrung benutzt die Technik, wenn sie Ma-
terial lings bestimmten Flichen trennen will; sie sorgt fiir grofe Schubspannungen
lings dieser Flichen. Wir spannen beispielsweise die Platte P (Figur 7) zwischen je
zwei Backen A; 4,, beziehungsweise B, B, und schieben B, B, in der Pfeilrichtung an
Ay Ay vorbei. In der Fliche f der Platte entsteht starker Schub, welcher bis zur Tren-
nung der Platte gesteigert werden kann. Wir kénnen die Backen 4, B, auch weglassen

B
1,

!

P

Figur 8

(Figur 8) und erhalten dann die normale Schere. Unsere Betrachtung 146t sofort erken-
nen, daf fiir die Wirksamkeit derselben wohl scharfkantige, nicht aber messerartig zu-
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geschiirfte Schneiden wesentlich sind. In gleicher Weise wirken ferner Stanzen bei
Blechplatten, aber auch bei Karton oder Papier, zum Beispiel beim Entwerten von Fahr-
karten. Ebenfalls nach dem gleichen Schema wird bei einer zwischen den Backen S (Figur 9)

AST—:r -—w—‘-ga

eines Schraubstockes eingespannten Platte P durch Schlige gegen den MeiBel M der
obere Teil lings der Ebene 4 B vom untern abgeschert. Analoge Vorgiinge haben wir
auch beim Abheben von Spiinen an der Drehbank, beim Hobeln, beim Bohren mit dem
Spiralbohrer. Die Stelle des Schraubstockes iibernimmt bei diesen Vorgiingen das Werk-
stitick selbst. '
Weitere Einblicke in das Verhalten fester Kérper erhalten wir, wenn wir den Zu-
sammenhang zwischen den Spannungen und Formverinderungen untersuchen. Bei einem
auf Zug beanspruchten Stab nehmen die Lingen mit wachsender Zugspannung zu,
withrend die Querschnitte kleiner werden. Fiir manche Materialien sind anfangs Spannung
und Dehnung proportional (Hooke’sches Gesetz). Bei weiter wachsender Spannung
wiichst aber die Dehnung rascher an, und beim Uberschreiten der «F liebgrenze> nimmt
die Dehnung bei wenig wachsender Spannung sehr stark zu, bis schlieflich der Stab
zerreift. Bei Entlastung nach einer Beanspruchung innerhalb der Proportionalitiits-
grenze nimmt der Stab wieder die urspriingliche Form an. Liegt aber eine Beanspru-
chung bis iiber die Fliefgrenze vor, so bleibt nach der Entlastung eine Verléingerung
des Stabes iibrig. Wird die Oberfliche eines so behandelten Stabes poliert und geiitzt,
so lassen die Atzfiguren Veréinderungen des Gefiiges lings Flichen erkennen, die gegen
die Stabachse um ungefihr 45° geneigt sind, die also mit Flichen groBier Schubspannung

Figur 10

zusammenfallen. Will man also bei Verarbeitung von Werkstiicken bleibende Form-
verinderungen erzielen, so muf man das Material bis iiber die F liebgrenze hinaus be-
anspruchen und dazu in geeigneten Flichen hohe Schubspannungen erzeugen.
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Soll ein Stab oder eine Platte auf grisfiere Linge bei kleinerem Querschnitt gebracht
werden, so ist dazu reiner Zug nicht geeignet. Der Stab wiirde im schwiichsten Quer-

N

g G

¢ 8

1o

Figur 11

schnitt ins Flieben geraten und zerreifien, ohne gréfere Forminderungen der iibrigen
Teile. .Einen geeigneteren Spannungszustand, einen geeigneteren Spannungstensor er-
halten wir, wenn wir (Figur 10) unseren Kérper gleichzeitig in der Léngsrichtung auf
Zug und in der Querrichtung auf Druck beanspruchen. Wihlen wir Zug- und Druck-
spannung gleich grob gleich o, so erhalten wir mittels der Gleichgewichtshedingungen,

Figur 12

angewandt auf ein dreiseitiges Prisma (Figuren 10, 11) fiir die Spannungskomponenten
o1 und oz auf eine unter dem Winkel o geneigte Fliche:
Fliche 4B = f, Fliche 4C = fcose, Fliche BC— fsina,
a‘lf:“:',": O“fcos o, a2 JC E=3 .O'.fSin o,
01 == 0 CO8 ¢, g2 == ¢ 8in & ;
also resultierende Spannung: ’\/ 01% -} a3f == 0,
Die Spannung hat fiir alle Werte von « den gleichen Betrag. Doch éndert sich von

Fliche zu Flache ihr Charakter, ihr Winkel gegen die Flichennormale n (Figuren 11, 12).
Es ist

Die Gesamtspannung o und die Normale n liegen stets symmetrisch zur Lingsrichtung
(Zugrichtung) unseres Korpez‘s Fiir o == 0 erhalten wir reine Zugspannung, fiir & = 45°
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reine Schubspannung und fiir @ = 90° reine Druckspannung. Die maximalen Schubspan-
nungen erreichen doppelt so grobe Werte wie bei reiner Zugbeanspruchung des Kérpers
und sind mit keinen Zug- oder Druckspannungen verkniipft.!) Das FlieGen des Materials
wird bei diesem Spannungstensor viel ausgepriigter sein als bei reinem Zug. Praktisch
erzeugt man einen derartigen Spannungstensor beim Walzen. Das Verhiltnis zwischen
Lingszug und Querdruck hingt in diesem Falle von den Eigenschaften des Materials,
dem Profil des Werkstiickes, den Radien und der Einstellung der Walzen ab. Der Vor-
gang ist in seinen Einzelheiten natiirlich der Rechnung nicht zugiinglich. Der betrachtete
Spannungstensor lifit aber das Wesentliche des Arbeitsvorganges deutlich hervortreten.
Ganz #hnlich ist die Beanspruchung des Materials beim Ziehen von Profileisen und
Drihten. Der Querdruck wird hier hervorgebracht durch die seitliche Pressung mittels
der sich verengenden Offnung, durch welche das Werkstiick gezogen wird. Da der
Querdruck nicht nur von der Gestalt der Offnung, sondern auch von den Eigenschaften
des Materials, dem Zusammenhang zwischen dem Spannungstensor und der Verfor-
mung abhingt, wird die Form dieser Offnung dem Material angepaht sein miissen, Die

vorteilhafteste Form ist infolgedessen auch fiir kalt und warm gezogene Stiibe nicht
dieselbe,

Figur 13

Ein einfacher Spannungstensor ergibt sich bei der Torsion einer Rohre, an deren End-
flichen 4 C (Figur 13) zwei entgegengesetzt gerichtete, gleich starke Kriiftepaare wirken.
Die Spannungen lassen sich in diesem Falle bestimmen, ohne daf die Verformung der
Kérperteile betrachtet werden mub. Das Drehmoment der Kriiftepaare sei M. Mit Riick-
sicht auf die Symmetrie sind die Spannungen fiir alle Teile eines Normalschnittes B die
gleichen. Die Gleichgewichtsbedingungen fiir das Réhrenstiick A4 B (Figur 14; Kompo-
nentensumme in der Achsenrichtung) zeigen sofort, daf im Normalschnitt nur Schub-
spannungen auftreten. Diese Schubspannungen kénnen ferner keine Komponenten in
der Richtung der Radien besitzen. Einer nach aufen gerichteten Spannung am Stiick

1} Haben die Zugspannung &, in der Lingsrichtung und die Druckspannung gy in der Querrichtung des Stabes
verschiedene Betriige, so liegen, wie man leicht nachrechnet, alle Spaninungshetrige awischen ¢, und ;. Maxi-

male Schubspannung vom Betrage :13(0‘2 w%m O'd) weisen wiederum die Flichen ¢t = 45 auf, aber verbun-
den mit einer Zugspannung %(O‘z — ad) [beziehungsweise einer Druckspannung %(G‘d s O’Z) ] Fléchen

mit reiner Schubspannung vom Betrage '\/O'z g, ergeben sich fir tg o == i,
G4
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AB miifte ndmlich eine nach innen gerichtete am Stiick BC entsprechen, was nicht
miglich ist, da beide Stiicke gleich beansprucht werden. Wir erhalten also im Normal-

1
i e i

A |

.

% B

Figur 14

schnitt tangentiale Schubbeanspruchung. Die Gleichgewichtshedingungen fiir das Stiick
AB (Drehmomente in bezug auf die Rohrenachse) ergeben fiir die Gribe derselben:

Entsprechende Uberlegungen ergeben, daf in den Axialschnitten f f (Figar 15) nur
Schubspannungen in der Achsenrichtung auftreten werden. Wendet man schlieblich die

Y ————
"~

Figur 15

Gleichgewichtshedingungen auf einen Quader ABCD (F igur 16) an, so liefert der Satz
von den Drehmomenten fiir die Achse CC' die Gleichheit der Schubspannungen ¢ im

Figur 16

Axialschnitt 4 BB'A" und im Normalschnitt 4D D'A’. Dreiseitige Prismen liefern wie-
derum die Spannungen fiir andere Ebenen, Fiir die winkelhalbierende Ebene W, (Figur 17)



H. SCHUEPP: Spannung und Spannungstensor 11

zwischen Normal- und Axialschnitt ergibt sich reiner Zug o, fiir die winkelhalbierende
Ebene W, reiner Druck ¢. Der Spannungstensor ist identisch mit dem bereits friiher
betrachteten.

Figur 17

Die Behandlung der Torsion von vollen, zylindrischen Stiiben ist nur méglich, wenn
fiir den Zusammenhang zwischen dem Spannungstensor und der Verformung bestimmte
Annahmen gemacht werden. Die elementare Festigkeitslehre setzt voraus, daf ¢ der
Entfernung von der Rohrenachse proportional sei. Diese Annahme ist mit den Versuchs-
ergebnissen bei kleinen Torsionswinkeln in Einklang. Sie trifft aber nicht mehr zu,
wenn das Material in einzelnen Teilen (den dubersten Schichten) bis zum Fliefen be-
ansprucht wird. ,

Treibt man die Torsion bei isotropem Material bis zum Bruch, so erfolgt derselbe
angenihert lings eines Normalschnittes. Das Experiment it sich ohne Miihe ausfiih-
ren; aufschlubreich ist es inshesondere dann, wenn man das gleiche Material verwendet
wie bei dem frither beschriebenen Zerreibversuch. Es entspricht insofern unseren Er-
wartungen, als es sich bei der Bruchfliche wieder um eine Fliche mit maximaler Schub-
beanspruchung handelt. Dal die genau gleichartigz beanspruchten Flichen in axialen
Langsschnitten nicht als Bruchflichen vorkommen, hingt damit zusammen, daf jeder
Normalschnitt dauernd lings der gleichen Materialteile verlduft, wihrend eine Material-
fliiche, die bei einem bestimmten Zustand Axialschnitt ist, bei der weiteren Verformung
sich schief zur Achse stellt. In Normalschnitt haben wir dauernd,in den Axialschnitten
hat jede Materialfliche nur voriibergehend die maximale Schubspannung. Es handelt
sich beim Bruch lings des Normalschnittes um eine Erscheinung vom Typus der «Fr-
miidungsbriiche».

Das iiberraschende Ergebnis, dab der Spannungstensor bei einer auf Torsion bean-
spruchten Réhre genau der gleiche ist wie bei einem auf Lingszug und Querdruck
beanspruchten Stab, zeigt die Bedeutung solcher Untersuchungen. Es ist méglich, mittels
des Spannungstensors die Beanspruchung des Materials einheitlich zu beschreiben und
damit eine Grundlage fiir Festigkeitsherechnungen bei Bauwerken und Maschinen fiir
alle denkbaren Beanspruchungen (Zug und Druck, Torsion, Biegung, aber auch anders-
artige Beanspruchungen) zu schaffen.?)

1) Vergleiche: MeiBner und Ziegler. Mechanik. Band I, inshesondere Abschnitt T 19: Bruchhypothesen: Verlag
Birkh#user, Basel, ‘
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I

Wir betrachten nunmehr den allgemeinsten Fall des Spannungszustandes in einem
Kérper, den allgemeinsten Fall eines Spannungstensors, Wir wihlen an der betrachteten
Stelle einen kleinen Quader mit Kanten in den Achsenrichtungen (Figur 18). Die Figur
zeigt die Bezeichnung der Komponenten der Spannungen in den Achsenrichtungen fiir
die drei sichtbaren Flichen.

0xx == Spannungskomponente in Richtung der x-Achse fiir ein Flichenelement mit der
#-Richtung als Normalenrichtung.

05y = Spannungskomponente in Richtung der y-Achse fiir ein Flichenelement mit
der x-Achse als Normalenrichtung, usw.

(Der erste Index gibt die Normalenrichtung des betrachteten Flichenelementes, der

zweite die Richtung der bezeichneten Komponente.)

Fiir die gegeniiberliegenden Flichen, also die entgegengesetzten Normalenrichtungen,
besitzen die Spannungen nach dem Satz von Aktion und Reaktion die entgegengeseta-
ten Richtungen. Die Anwendung der Gleichgewichtsbedingungen, und zwar des Satzes
von den Drehmomenten fiir die zu den Koordinatenachsen parallelen Geraden durch
die Quadermitte liefert fiir die Komponenten der Schubspannungen die Gleichungen :

Oyz == Ozy ,  Opx = Oy, Oy = Oy .
Diese drei Werte zusammen mit
Oy Oypy, O

nennen wir die Komponenten des Spannungstensors im betrachteten Punkt fiir das
gewdhlte Koordinatensystem. Aus den 6 Zahlen lassen sich GroBe und Richtung der

Figur 18 ' Figur 19

Spannung fiir irgendeine Fliche berechnen. Es sei 4 BC = f (Figur 19) eine derartige
Fliche. Thre Normale n schliefie mit den Koordinatenrichtungen die Winkel «, 8,y ein.
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Dann wird

OBC=fcosa, OCA=fcosB, OAB=fcosy.

Die Spannungen auf diesen Dreiecksflichen sind durch die Tensorkomponenten
Orxy Oxy, . . ., Ox gegeben, Die Anwendung der Gleichgewichtsbedingungen auf das Te-
traeder O A B C (Komponentensummen der Kriifte in den Achsenrichtungen) liefert fiir
die Komponenten gy, 0,, 05 der Spannung im Flichenelement f:

Oy == 0y CO8 O -+ Oyycos § -+ G4, c087
Oy == 0y COS 0L+ Oyy cos 1 Oy c087 , (1)

Oy = 04 c05 0+ 03y co8 8-+ 0,,c087 .

Wihlt man im Punkt O ein anderes Koordinatensystem, so ergeben diese Formeln
auch die Spannungen fiir die neuen Koordinatenebenen und damit die Tensorkomponen-
ten im neuen System. Wir erhalten auf diesem Wege die Transformationsformeln fiir
die Tensorkomponenten. Es seien «', y', ' die Achsen des neuen, ebenfalls rechtwinkligen
Koordinatensystems; «', 5, 7' bzw. o', 8, ¥" und "', §'", y'"" die Winkel, die diese
neuen Achsen mit den Achsen des urspriinglichen Systems einschlieben. - Entsprechend
wie im urspriinglichen System (Figur 18) bedeute

Oy = Spannungskomponente in der Richtung der &’ Achse
fiir ein Flichenelement mit der Normalenrichtung x',

0yy = 6.,/ = Spannungskomponente in der Richtung der ' Achse
fiir ein Flichenelement mit der Normalenrichtung y'

== Spannungskomponente in der Richtung der y’ Achse

fiir ein Flichenelement mit der Normalenrichtung x';

Mit den Formeln (1) erhalten wir fiir dieselben :

: ' ! of : ol el
Oy = Oy COSE G |- G4y cos o cos i’ -+ OyzcO8 0 COS ]
/ ! / , : !
~+ 0y cos 8 cos o -+ oy cos® 1 - Gyz 008 8 cos ¥
! / / ! .
+ G cos 7 cos & 4 0.y 0087 cos f - Guscos®y ’
" ' / £ !
Oyy = Oyxcos @'’ cos o + Gy cos @’ cos i+ Oxzco8 ' cos ¥
i Foi 7 !
+ 6y.co8 8" cos o' - 6,y cos 8 cos B + Gyz cos B cosy (2)

/ % ' W, r
- 0oy cosy' cos &' -+ 0,y cosy' cos ' + Gz cosy cosy s
....... wwd v g msEEgsE e s |

I 11 1t 11!
6, = 0, co8a -+ 0., cosd’ cos ~+ oy cose’ cos '’
y

+ 6y, cos Bm cosal!l - O'yy_6052 /8”, : -+ s cos ﬁ“' e rm

75 .
+ a;5c087"" cos o/ - o087’ cos 8" + 6., cos?y" '
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Fiir einen Punkt O existieren stets drei zu einander senkrechte Ebenen, die keine
Schubspannungen aufweisen, zu denen also reine Zug- oder Druckspannungen gehéren.
Man nennt dieselben die Hauptspannungen fiir den Punkt 0. Wir beweisen die Existenz
dieser Hauptspannungen, indem wir zeigen, wie sie sich berechnen lassen. Sollen zu
einem Flichenelement keine Schubspannungen gehéren, so mub die resultierende Span-
nung ¢ aus 0y, 0y, o3 (Gleichungen 1, Figur 19) in die Richtung der Flichennormalen n
mit den Richtungswinkeln «, /3, 7 fallen. Dafiir ist notwendig und hinreichend, daf gilt:

Oy ==0Ccos0, Gy=0cosfl, 0O3=0cosy. (3)

Zusammen mit den Formeln (1) folgt daraus:

0 = (045 — 0) cos & + 04y cos 3 + Oy co87
0 = oy, cos a {0y — 0) cos B | Gy;cos 7 (4)
0 = o,y cos & - Gy cos 3 + (052 — @) cosy .

Fiir die Richtungscosinus besteht ferner die bekannte Beziehung
cos®a |- cos? 8+ cos?y = 1. (5)

Aus den vier Gleichungen (4) und (5) ergeben sich die vier Unbekannten o, ¢, f3, 7. Die
Gleichungen (4) sind in cos ¢, cos {4, cos 1 linear und homogen. Eine Lésung ist also nur
mglich, wenn die zugehérige Determinante verschwindet, also:

(O'xx @ ) ny Oxz
Wiy (@550 @) Gy =0, (6)
P2 G zy (azz — 0)

Das ist fiir o eine kubische Gleichung. Sie besitzt stets mindestens eine reelle Wurzel.
Ist dieselbe berechnet, so ergeben sich aus (4) die Verhiltnisse cos ¢ : cos 8: cos 7 und
mit (5) auch die Betriige der Richtungswinkel. Damit ist eine der Hauptspannungen nach
GréBe und Richtung bestimmt.

Die gefundene Richtung wihlen wir als z-Achse eines neuen Koordinatensystems. Wir
bezeichnen einfachheitshalber die neuen Achsen wieder mit x y z. Da die z-Richtung eine
Hauptspannungsrichtung ist, sind fiir das zugehorige Flichenelement keine Schubspan-
nungen vorhanden, es ist also (Figur 18)

Oy == Ogyp == 0.
und die Berechnungsformeln fiir ¢,, ¢,, 04 vereinfachen sich zu

Oy = Oyx COS & e Gy COS ﬂ s
Oy == Oyy COS & ~|- Oy cos 3,
0-3 it ng COS 7’
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Wir erhalten zwei weitere Hauptspannungen, wenn wir die Flichennormale n in die
xy-Ebene legen. Wir wiihlen also als Richtungswinkel

44

, f=90%—a, =900,
‘Dann wird :

Gy == Gyy CO8 € -1~ Ogy8iN G ,
Oy == Oy COS O ~~ Oy sin O,

oy = 0.
Soll ¢ wieder in die Richtung von = fallen, so ist notwendig und hinreichend, dah
Gy == 0CO8U, Oy —dasgina.

Daraus folgt

O = (O-.’L'.:L A O-) Ccos & *}L‘ O.;ty Sil] [#1 %
oder
G — Gyy O'y,v

= = . )

Oy G = iy,

Die quadratische Gleichung fiir o liefert

5

/J 4
g == ’g)' <0xx “_]L Gy:y j": /\/ (Gxx - ny)2+ 4 o-xyz ) =

£

Wir erhalten also stets zwei reelle Losungen. Die zugehorigen Werte von tg o werden

nach (7):

1 ] .
tg Gy — Y (ayy — s+ (00 — o Aoy ) -
Xy ) |
Es wird daher
foo tgoy = —1, a =0 -+ 90°

Die beiden damit bestimmten Hauptspannungen stehen also zueinander und auch auf
der zuerst berechneten Hauptspannung normal. '

Alle Hauptspannungen, auch die zuletit bestimmten, geniigen der kubischen Glei-
chung (6). Jede Gleichung dieser Form besitzt also stets drei reelle Losungen. Durch die
vollstiindige Losung der kubischen Gleichung sind daher die Grében und durch die
Gleichungen (4) und (5) auch die Richtungen aller Hauptspannungen gegeben. Die Exi-
stenz der Hauptspannungen zeigt, daf der allgemeinste Spannungstensor nicht wesentlich
komplizierter aufgebaut ist als die von uns in Abschnitt I betrachteten Beispiele.

Wir fithrten den Spannungstensor als Gesamtheit der Spannungen in einem Punkte
eines Korpers ein. Wir wollen diese vorldufige Definition durch eine genauere ersetzen
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und gleichzeitiz die Begriffe <Spannung> und <Spannungstensor> in einen gréferen
Zusammenhang einordnen. '

Wir nennen eine Gruppe von drei Zahlen &, &, &; einen <Tensor erster Stufe» oder
einen «Vektor », die einzelnen Zahlen <Komponenten des Vektors». Die Vektorkom-
ponenten haben je nach dem Anwendungsgebiet verschiedene Bedeutung. Sie sind zum
Beispiel in der analytischen Geometrie die drei Raumkoordinaten eines Punktes, in der
Physik die Komponenten einer Geschwindigkeit, einer Beschleunigung, einer elektri-
schen Feldstirke nach drei Koordinatenrichtungen.

Wir fithren ferner eine Gruppe von neun Zahlen @ ein. Mit denselben ordnen wir
jedem Vektor &, &,, & einen Vektor &', &/, &' zu:

. & = 4 51 - Qg 5‘2 + Oyg 5%
, i N
EE == CZZI 51 *A}*‘ Ugg 52 ‘{_ Ugg ‘-’fCS (8)

i

I £ 1 - =
Gy == (g3 &y + Ugp &y 1 Ugp &y .

Wir nennen den Ubergang vom Vektor &, &;, & zum Vektor &, &/, &, eine Trans-
formation des Vektors. Wir benutzen im folgenden ausschlieflich <orthogonale Trans-
formationen>, Transformationen, bei denen die Zahlen i die «Orthogonalititshe-
dingungen» erfiillen:

2 2 2 . ; L
Uyp® + Qgp” = Ayp” = Qyy Ogy —+ Oy Uy + Uyg Ugg = 1
Ugy® - Ugo® + Ogg? =1 Gy Oy + Qgg Ogp ~+ Qg Ugg =1 9)

) 2 B s s - v
(g™ 1 Ogg™ = Ugg” = 1 gy Uyq Uz Oqp + Ugg g = 1.

In der Anwendung auf analytische Geometrie bedeutet eine orthogonale Transformation
den Ubergang von einem rechtwinkligen Koordinatensystem zu einem neuen recht-
winkligen Koordinatensystem. Die ¢y sind die cos-Werte der Winkel, welche die neuen
Achsen mit den alten Achsen einschliefen. _

Es sei nun %y, 7, % ein zweiter Vektor. Die Transformationsformeln (8) mégen denselben
in ', 9, 74’ iiberfithren. Aus den Vektorkomponenten &; und 7y, bilden wir eine Gruppe
von neun Zahlen:

S S1Ma Ei7s
G G Gy (10)
S S Says-

Thr entspricht im transformierten System die Zahlengruppe
E'n' &' &'y :
&'’ &' &'y (11)
53!771! 531’972/ 531’;73f .
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Setzen wir fiir die &' und %' nach (8) ihre Werte ein, so erhalten wir Berechnungsfor-
meln, Transformationsformeln fiir den Ubergang von der Zahlengruppe (10) zur Zahlen-
gruppe (11). Diese Formeln lauten:

&' = a, Gy g Uy (E179) A Oy Qg5 (E473)
g gy Gamy) b Ays? (Ea7y) + Qyg Qg (Ea73)
+ ayp gy Ea7q) A Ayg 019 Gama) - y® Eamy)
S = Qe ) gy Aoy (Gama) Oy g (E175)
A Cyp gy (52771) = al_z g9 (52’72) I+ lyq Qgg (§575) (12)
= Gy gy Ga7y)  + QugUag (Ggma) - Ay Aag (§373)
&'n' = 0y Em) T+ gy gy (§170) -1 Cgy Uyg (§475)
~F g Uy (52771) e aggﬂ (£273) - gy Ogg (§575)
- Clgg Uy (Ealpr) - Ugg Ua (Ga%5)  + Ugs® (Ea7s)

Wir definieren nun: Unter einem Tensor zweiter Stufe verstehen wir eine Gruppe
von neun Zahlen, fiir welche die Transformationsformeln (12) bestehen, Tensoren zweiter
Stufe kénnen wir nach dieser Definition nach dem Schema (10) aus den Komponenten
zweier beliebiger Vektoren bilden. In den Anwendungen konnen aber auch andere
Zahlengruppen vorkommen, welche bei Einfilhrung neuer Koordinatensysteme Umrech-
nungen, Transformationen entsprechend den Gleichungen (12) erfordern, Zahlgruppen
also, die nach unserer Definition ebenfalls als Tensoren zweiter Stufe zu bezeichnen sind.

In den Beispielen, welche wir in Abschnitt II betrachtet haben, waren die Vektor-
komponenten Komponenten von Spannungen, bezogen auf ein rechtwinkliges Koordi-
natensystem. Die Transformationen (8), (9) bedeuteten den Ubergang zu den Spannungs-
komponenten, bezogen auf ein neues rechtwinkliges Koordinatensystem. Wir fiihrten
ferner unter dem Namen <«Spannungstensor», der noch zu rechtfertigen sein wird, eine
Gruppe von 6 Zahlen 64y, Guy, . . ., 0 ein. Es ist nur eine Anderung der Ausdrucks-
weise, wenn wir an Stelle dieser sechs Zahlen eine Gruppe von neun Zahlen bilden :

Oxx Oxy Oy
Oyx  Oyy Oy \ 7 (13)
Opy  Ozy Uy

mit der Bemerkung, dak zwischen denselben die Beziehungen bestehen sollen:

Tyy = Oy, Oyg == Ozy , Ore = Oz (14*)
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daf also unsere Zahlen symmetrisch sein sollen in bezug auf die Diagonale 6:x 6,y 0...
Beim Ubergang zu einem neuen Koordinatensystem hatten wir diese Zahlen zu trans-
formieren nach den Formeln (2). Beriicksichtigt man, dak, wie bereits erwithnt, bei der
Anwendung auf rechtwinklige Koordinatensysteme die @ cos-Werte der Winkel zwi-
schen den neuen und alten Koordinatenachsen sind, dak also mit den in den Gleichungen
(2), (8), (9) verwendeten Bezeichnungen

Qg ==cos e QA =cosf8 ;=cosy’,

1 {7 A
Qg = cos 0" Ugg =cos i’ Oy = cosy’"’,

gy = cos 00" gg = cos ' Olgy = cos 7"’

gilt, so erkennt man sofort, daf die Transformationsformeln (2) und (12) identisch sind.
Diese Feststellung ermdglicht uns die Definition des Spannungstensors :

«Der Spannungstensor ist ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe. Seine Komponen-
ten sind die Komponenten der Spannungen in einem Punkte eines Korpers, bezogen
auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem fiir drei Flichenelemente, deren Normalen-
richtungen in die Richtungen der Koordinatenachsen fallen.»

Wir haben unter Verwendung einer geometrisch anschaulichen Bezeichnung fiir den
Spannungstensor Hauptspannungen gefunden. Wihlt man die Richtungen derselben als
Richtungen der Koordinatenachsen, so nimmt der Spannungstensor in unserer neuen
Schreibweise die einfache Form an:

Opw 0 0
0 gy O (15)
§] 0 .

Genau die gleichen Schliisse sind auch moglich ohne Bezugnahme auf die Bedeutung
unserer Zahlengruppe als Spannungstensor. Das Ergebnis li5t sich daher allgemein in
der Form aussprechen: Zu jedem symmetrischen Tensor zweiter Stufe gibt es eine
orthogonale Transformation, welche den Tensor in die Form (15) transformiert.

Es mag auffallen, dab die «Definition» des Spannungstensors nicht am Anfang, son-
dern am Ende unserer Ausfithrungen steht. Das ist kein Zufall. Begriffe lassen sich nur
definieren, wenn iiber ihren Inhalt volle Klarheit herrscht. Klare Erkenntnisse, in knappe
Definitionen zusammengefabt, sind aber nicht Ausgangspunkt, sie sind Ergebnis, Ab-
schluf von oft langer Forschungsarbeit. Definitionen eignen sich darum in der Regel
auch nicht als Ausgangspunkt fiir die Ubermittlung wissenschaftlicher Erkenntnisse;
sie sind nur verstidndlich, wenn man die Gedanken, welche die grofien Forscher zu die-
sen Erkenntnissen gefiihrt haben, nach-denkt.
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Verzichtet man bei den festen Kérpern auf die Behandlung des Spannungstensors
und beginnt man die Lehre von den Fliissigkeiten mit dem Satz iiber die Fortpflanzung
des Druckes nach allen Richtungen, so erscheinen die Mechanik der festen Kérper und
die Mechanik der Flissigkeiten als zwei Wissensgebiete von ganz verschiedenem Cha-
rakter. Die Behandlung der Spannungen schon bei den festen Kérpern erlaubt es, diese
Kluft zu iiberbriicken, das gleiche Schema. fiir die Behandlung der Mechanik der festen
Korper, der Iliissigkeiten und der Gase zu verwenden; sie macht es ferner moglich,
die wichtigste, die charakteristische Eigenschaft der Fliissigkeiten in den Mittelpunkt
der Betrachtungen zu stellen.

Figur 20

Wir gehen aus von einem einfachen Versuch: Wir tauchen ein Glas in ein Wassergefiih
(Figur 20 A), richten es gefiillt mit Wasser derart auf (Figur 20 B, C), dab der Rand DE
dicht unter der Wasseroberfliche liegt, und verschieben die Wassermasse im Glas lings
der Ebene DF gegeniiber der Wassermasse im GefdB. Die Wassermasse des Gefifes
leistet dieser Verschiebung keinen merklichen Widerstand ; es treten keine merklichen
Schubspannungen lings D E auf. Eine Fliissigkeit, welche diese Eigenschaft vollkommen
besitzt, nennen wir <ideale Fliissigkeit>, Ruhende Fliissigkeiten verhalten sich genau wie
ideale Fliissigkeiten ; aber auch bewegte Fliissigkeiten lassen sich weitgehend als ideale
Fliissigkeiten betrachten. Aus dem Fehlen der Schubspannungen ergeben sich alle Ge-
setze iiber Gleichgewicht und Bewegung von idealen Fliissigkeiten. Da die Gesetze fiir
das Gleichgewicht als Spezialfall in den Bewegungsgesetzen enthalten sind, sei sofort
der allgemeinste Fall einer Fliissigkeitshewegung betrachtet. Wir setzen nur voraus, daf
die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen stetige Ortsfunktionen seien.

Wenn keine Schubspannungen auftreten, stehen die Spannungen stets normal zu
den zugehorigen Flichen; sie sind also in den Fliissigkeiten Druckspannungen. Wir
fragen, in welchem Zusammenhang zu einer bestimmten Zeit diese Druckspannungen
an einer Stelle in verschiedenen Richtungen, ferner an verschiedenen Stellen in der
Fliissigkeit stehen, wenn die Fliissigkeit eine beliebige Bewegung ausfiihrt. Wir be-
zeichnen (Figur 21) die Druckspannungen fiir zwei in der kleinen Entfernung ! von-
einander an den Stellen 4; und 4 liegende, beliebige gestellte Flichen mit oy und @,,
die Beschleunigung der Flissigkeit mit b und die Schwerebeschleunigung mit g, die
Dichte der Fliissigkeit — sie ist fiir ideale Fliissigkeiten eine Konstante — mit d, ihr
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spezifisches Gewicht mit s = d - g. Wir schneiden eine Zylinderfliche mit dem Normal-
schnitt f und der Achsenrichtung 4, 4, mit den Fliichen bei 4; und 4,. Die GréGen der

Figur 21

Schnittflichen seien f; und f;. Auf unsern schief abgeschnittenen Fliissigkeitszylinder
wenden wir den Fundamentalsatz der Mechanik an in der Form:

Komponente der resultierenden Kraft in der Richtung 4, 4,

== Masse > Komponente der Beschleunigung in dieser Richtung.

Da die Druckspannungen auf die Mantelfliche des Zylinders in dieser Gleichung nicht
auftreten, erhalten wir '

f10ycos o — fy 0,008 0y 4 Lfdgeosy == [fdbcosf3
oder, da ficos oy = f; cos ay = f,

wﬁ{—a—g—:d(l)cosﬁ—gcﬂsi’)-

Wir wollen nun der Fliche bei 4, alle moglichen Stellungen geben, wihrend wir alle
andern Teile unserer Figur unverindert lassen. Dann sind in unserer Gleichung alle
neben o, auftretenden Gréfen konstant. Also hat auch o, stets denselben Wert, und es
ergibt sich als Folge des Fehlens der Schubspannungen:

In Fliissigkeiten, und zwar auch in bewegten Fliissigheiten, ist an einer Stelle die
Druckspannung in allen Richtungen die gleiche. '

Der Spannungszustand ist also in Fliissigkeiten viel einfacher als in festen Korpern;
es liegt stets ein ganz entarteter Spannungstensor vor. 4

Die Grundgleichung fiir das Druckgefille fg;;_fg_ liefert fiir ruhende Fliissigkeiten
(Figur 21) ' ‘ '

o, —0; == lcosy  dg=hs.
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Mit dieser Gleichung ist die ganze Hydrostatik gegeben. Unsere Grundgleichung macht
aber auch mit elementaren Mitteln ein niheres Eingehen auf Probleme der Hydro-
dynamik méglich. Sie enthilt als Spezialfall die Gleichung von Bernoulli. Wir legen

Figur 22

(Figur 22) bei einer stationdren Fliissigkeitsbewegung A; A, in die Stromungsrichtung.
v, und v, seien die Geschwindigkeiten in 4, und A,, £ die Zeit, welche ein Fliissig-
keitsteilchen zum Durchlaufen der Strecke A, 4, benétigt, so dal wir setzen kénnen

y (UJ -+ vg)
== e f
-2

b cos 8, die Beschleunigungskomponente in der Richtung A4; A, also die Tangential-

komponente betrigt

'02 - '{]}—
4

bcos i =

und daher nach unserer Grundgleichung (Figur 22):

= ‘iﬁ (’.’,722 - 'U12) d _ (hl "’"‘hg) dg
oder
oy + hydg -+ s dv® =0y -+ hydg -I- § dvy® = konstant.

Damit ist bekanntlich die Lésung gegeben fiir die Berechnung der Ausflubgeschwindig-
keit aus Gefifien und fiir die Messung von Geschwindigkeiten mit dem Staurohr. Unsere
Entwicklungen gelten auch fiir Gase, soweit deren Dichteinderungen vernachlissigt
werden konnen. Die Bernoulli’sche Gleichung liefert hier einen Linblick in den Zu-
sammenhang zwischen der Luftstrémung um einen Flugzeugfliigel und den am Fliigel
wirkenden Kriiften.?) |

%) Eine vollstindige Erklirung verlangt bei diesen Vorgingen noch die Beriicksichtigung von Schubspannungen,
die nicht vernachliissigt werden kénnen.
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Nach unserer Grundformel ist das Druckge.féille an einer Stelle 4 (Figur 23) in den-
jenigen Richtungen 4 B gleich O, fiir welche g cos 7 = b cos B3, also fiir alle Richtungen
in der Ebene 7. T, die Normalebene zu P Q durch A4, ist also die Tangentialebene fiir

Figur 23

die Fliche gleichen Druckes durch den Punkt A. Fiihrt eine Fliissigkeitsmasse eine
Translation aus, beispielsweise die Fliissigkeit in einem gefiillten Kesselwagen bei der
Fahrt eines Zuges auf gerader Strecke, so sind die Flichen gleichen Druckes Ebenen,
die beim Anfahren des Zuges entgegen der Fahrtrichtung, beim Abbremsen in der
Fahrtrichtung ansteigen. Fiir den Neigungswinkel o dieser Ebenen gegeniiber der Hori-
zontalebene gilt dabei, wie leicht ersichtlich:

tgam-—z—a—
P ;

Rotiert eine Fliissigkeitsmasse derart, dab die Winkelgeschwindigkeit aller Punkte
den gleichen Wert o besitat, rotiert mit andern Worten die Fliissigkeit wie ein starrer

Figur 24

Kéorper um die Achse a (Figur 24), so werden die Flichen gleichen Druckes Rotations-
flichen sein. Fiir die Meridiantangente ¢ in A wird, wegen

v
b= —=0a%r,
r
b rw?
tg o= — == ——— == konst.
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Diese Eigenschaft ist charakteristisch fiir Parabeln mit der Achse a. Aus der bekannten
Tangentenkonstruktion dieser Kurven (Figur 25) folgt nédmlich :

r
tg o == — = r - konst.

Die Vergleichung der beiden Konstanten liefert

w? 1 g

p wird also um so kleiner, je rascher die Fliissigkeit rotiert. Eine Fldche gleichen Druckes
ist die freie Fliissigkeitsoberfliche (Druckspannung = Luftdruck). Diese wird also, was
der Versuch bestitigt, ein Rotationsparaboloid sein. Aus der Form desselben, den Werten

Figur 25

von p, ergeben sich Winkelgeschwindigkeit und Drehzahl der Flissigkeit. Auch im
menschlichen Korper, z. B. im Gehirn, treten bei Bewegungen mit grofer Beschleunigung
starke Veriinderungen des Druckes auf. Diese machen es verstindlich, dak beim raschen
Durchfliegen von engen Kurven Bewuftseinsstorungen auftreten konnen.

Unsere Grundformel fiir das Druckgefille schafft auch volle Einsicht in die Vorgiinge,
welche sich in einer Peltonturbine abspielen. Zunichst ein Paradoxon: Das Wasser
verlibt die Diise einer Peltonturbine mit grofer Geschwindigkeit. Die Druckspannung
an der Oberfliche des Wasserstrahles ist gleich dem Luftdruck. Unsere Formel zeigt,
daf das Druckgefille quer zum Strahl (wegen 3 =7 und b= g) gleich 0 ist, dab also
im ganzen Strahl nur eine Druckspannung gleich dem Luftdruck herrscht. Es ist eine nette
Denkaufgabe, die Erklirung dafiir zu suchen, warum wir trotzdem die Hand nicht in
den Strahl halten diirfen.

Der Wasserstrahl trifft hierauf die loffelformigen Schaufeln des Peltonrades, breitet
sich auf ihnen aus und wird in scharfem Bogen abgelenkt. Auf der Luftseite der Wasser-
schicht ist der Druck dabei stets gleich dem Luftdruck. Unsere Formel zeigt, warum
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der Wasserdruck an der Schaufelfliche trotzdem grobe Werte erreichen wird, Die Be-

2

schleunigungskomponente — gegen den Kriimmungsmittelpunkt der Bahn ist fiir unsere

-
Wasserteilchen sehr grof. Legen wir 4; 4; (Figur 21) in die Richtung gegen den

Kriimmungsmittelpunkt, so erhalten wir also ein sehr grofes Druckgefille ; der Wasser-
druck nimmt von der Luftseite der Wasserschicht gegen die Schaufel hin sehr rasch zu.
Ganz analog lassen sich auch bei allen andern Formen der Wasserturbinen aus den
Bahnkurven des Wassers und den damit gegebenen Geschwindigkeiten die Druckver-
hiiltnisse und damit die Wirkungsweise der Maschinen ablesen. '

Das Bild der idealen Fliissigkeit ist fiir die Mechanik wertvoll, weil es auf einen sehr
einfachen Spannungstensor fiihrt, und weil damit die Losung vieler Probleme méglich
wird. Untersucht man aber Fliissigkeitsstromungen in engen Rohren, in Kapillaren,
so geniigt das Bild nicht mehr. Man redet bei diesen Erscheinungen von innerer Rei-
bung. Unser Schema erweist sich auch fiir die Behandlung dieser Probleme als geeignet;
man muf aber auch bei Fliissigkeiten mit Schubspannungen rechnen. Dieselben sind
von anderem Typus als bei festen Korpern. Bei den letzteren ist der Spannungstensor
abhiingig von der Forminderung der Korperelemente; bei den Flissigkeiten sind fiir
den Spannungstensor die Geschwindigkeitsunterschiede in der Umgebung der betrach-
teten Stelle maBgebend. Fiir die Anwendung des Bildes, das sich mit den Begriffen
Spannung und Spannungstensor aufbauen liGt, bestehen wie fiir jedes Bild Grenzen;
es bietet aber einen Uberblick iiber eine derartige Fiille von insbesondere fiir die Tech-
nik wichtigen Vorgingen, dak es seine Bedeutung stets behalten wird.

H. SCHUEPP, Ziirich
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