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stellt Beispiel 1 gehört ebenfalls in diesen Rahmen Man hat nur X mit der diskreten
Topologie zu versehen Die Funktionale lg sind also ebenfalls alle nullstetig
Die positiven linearen Funktionale /„ und lg treten auf naturliche Weise im propädeutischen

Unterricht in Erscheinung Im allgemeinen wird aber dort leider auf die
Gemeinsamkeiten kein Gewicht gelegt Strukturell gehören sie jedoch in denselben
Rahmen Dementsprechend zeigen sich grosse Analogien hinsichtlich der mit ihnen
verbundenen Problemstellungen Mit einem fundamentalen Problem, namhch der
Erweiterung solcher Funktionale befassen wir uns im zweiten Teil dieser Arbeit

K Weber, Mathematik-Departement ETH-Zunch
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Ein Kettenkomplex auf geordneten Tupeln

Einleitung

Ein Kettenkomplex C(«), dessen q-te Kettengruppe von allen angeordneten ^-Tupeln
(i\,ii, ,iq) mit J7e{l,2, ,«} und ij^ik fur j=frk frei abelsch erzeugt wird, wird
definiert Dann wird gezeigt, dass der Komplex azyklisch bis zur Dimension « ist
In Gruppentheorie und Kombinatorik wurde seit einigen Jahren ein Kettenkomplex
betrachtet, dessen formale Definition sich von derjenigen des «-Simplex nur dann
unterscheidet, dass man statt (ungeordneten) Teilmengen der Menge {1,2, ,«} nun
(geordnete) Tupel nimmt Die einzige uns bekannte schriftlich niedergelegte Definition

(einer mod-2-Version) dieses Kettenkomplexes befindet sich in einem Manuskript
von W Mielants [1], Seite 39ff, der Kettenkomplex wurde aber auch von H Hiller
und L Scott betrachtet Da die Definition des Komplexes dem «-Simplex analog ist,
eine elementare Betrachtung der Eulercharaktenstik aber sofort zeigt, dass der Komplex

nicht azykhsch sein kann, wird man sofort zu der Vermutung gefuhrt, dass der
Komplex «sphärisch» ist, d h nur die höchste Homologiegruppe nicht verschwindet
Diese Vermutung von L Smith, H Hiller und L Scott wird im folgenden (mit voll-
standig elementaren Mitteln) gezeigt Wir danken L Smith mehr fur die Mitteilung
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des Problems als für sein äusserst beharrliches Interesse. Für die benutzten Begriffe
aus der Theorie der Komplexe sei auf das Buch von S. Lang, Algebra (Kap. IV),
verwiesen.

Definition des Kettenkomplexes C(h)

Sei Cq(n) die freie abelsche Gruppe, die von allen #-Tupeln der Form (i{,...,iq) mit
«!

/, e {1,...,«} und /,=£ ik erzeugt wird. Offenbar ist Cq(n) vom Rang —. Rand-
(n-q)\

abbildungen dq: Cq(n) -+ Cq-\(n) sind durch die Formel

^(m /9)=Z(-iy+1(*i o y (i)
7 1

als Abbildungen auf den erzeugenden Elementen von Cq(n) definiert. Wir setzen noch
C0(«) Z und 5,(0 1 für /=1,...,«. Es gilt dq° dq + l 0. Sei Hq(C(n)) Kerdq/
Im^4.] die Homologie des Kettenkomplexes C(n). Weiterhin definieren wir für
1 < k < n y/n(k) als die Anzahl aller Permutationen von {1,...,«}, deren Fixpunktmenge

in der Menge {l,...,/c} enthalten ist. Für k 0 definieren wir y/n(0) als die
Anzahl aller Permutationen von {!,...,«} ohne Fixpunkte.

Die Homologie des Kettenkomplexes C (n)

Mit den obigen Bezeichnungen gilt

Satz 1.

u crc w 1° für ai=n
Hq(C(n))= jz »̂(0> für q n.

Beweis: Zunächst betrachten wir den durch die exakte Sequenz

0- C(«-l)-» C(«)- ß(«)-»0 (2)

definierten Kettenkomplex Q(n). Man sieht leicht, dass Qq(n) eine Z-Basis hat, die

aus denjenigen Tupeln (i\9...9iq) besteht, so dass eins der /, « ist. Man definiert nun
einen Unterkomplex £/(«), indem man fordert, dass Uq(n) genau diejenigen Tupel
(/'i,..., iq) als Basis hat, die /, « für ein j und für alle k =£ j ik e {1,...,« - 2} erfüllen.
Mit den offensichtlichen Randabbildungen sieht man leicht, dass U(n) ein Unterkomplex

von Q («) ist. Dann betrachten wir den durch die exakte Sequenz

0 -+ U(n) -» Q («) - Q2(n) -> 0 (3)
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definierten Kettenkomplex und verfahren so induktiv weiter fort. Wir erhalten dann
Kettenkomplexe U'(n) und Ql(n), deren q-te Kettengruppen die folgenden Basen

haben: Eine Basis von Qlq(n) ist durch alle (ix...iq) mit in—n9 ij2=n-l, i}

n — i + \ gegeben.
Eine Basis von Ul(n) ist durch alle Tupel (ix,...,iq) mit in=n, ij2=n-l, iJt

n-i+l und ike {l,...,n-i- 1} für k¥=y_gegeben.
Die Randabbildungen dq: Qlq(n) -? Qq-\(n) bzw. Ulq(n) -+ U'q-X(n) sind durch die
Formel

^(/i...y Z*(-iy + 1(/i,...,^...,y (4)
7=1

gegeben, wobei das Symbol Yl* so zu verstehen ist, dass alle die Tupel Null gesetzt
werden, die nicht in dem entsprechenden Komplex Qlq(n) oder Ulq(n) vorkommen.
Man erhält somit induktiv eine kurz-exakte Folge von Kettenkomplexen

0 -> U'(n) -4 Q'(n) A ß' +'(«) - 0. (5)

Zunächst berechnen wir die Homologie des Komplexes Qn(n). Das ist sehr leicht,
denn aufgrund seiner Definition hat der Komplex Qn(n) nur eine nichtverschwinden-
de Kettengruppe vom Rang «! in Dimension «. Also ist

Hq(Qn(n))
0 für q 4= n

Z"1 für q=n.
Nun beweisen wir durch absteigende Induktion nach / die folgende Behauptung:

Hq(Ql(n)) 0 für q < n

Beweis der Behauptung: Wir nehmen an, dass die Behauptung für /+1 bewiesen ist,
und schreiben die lange exakte Homologiesequenz der Sequenz (5) hin (siehe [2]).

0 - Hn(U'(n)) * Hn(Q>(n)) Ö Hn(Q, + l(n))

-> Hn.x(Ul(n)) JA Hn.x(Q'(n)) - - Hq(U>(n)) (1)

J+Hq(Q>(n))p-*Hq(Ql^(n))...

Die Abbildung j ist auf dem Homologieniveau die Nullabbildung; denn für einen
Zykel z e Uq(n) mit der Darstellung

* Xfl/0"i,...,'*), ö/gZ (8)
/

hat man, dass alle iji=n-i sind. Dann ist aber der Zykel j(z) der Rand des Ausdrucks

Sö/0i,...,/?,«-0 moAdQfi\{n) (9)

wie man mit der Formel (4) nachprüft.
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Spaltet man die lange exakte Sequenz (7) entsprechend auf in kurz exakte Sequenzen

0 - Hq(Ql(n)) - Hq(Ql + l(n)) - Hq.x(Ul(n)) - 0 (10)

für 1 < q < «, so folgt die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung. Damit ist der
Beweis der Behauptung geführt.
Offenbar beinhaltet die Behauptung für den Fall / 0 auch schon den ersten Teil des
Satzes. Der zweite Teil des Satzes folgt dann durch Betrachtung der Eulercharakte-
ristik (siehe [2]).
Wir wollen abschliessend noch die Homologie der Komplexe Ql(n) angeben.

Satz 2.

[0 für q ¥= «
",(ß'C))=1ZM0 för ,._.

Beweis: Der erste Teil wurde schon gezeigt. Den zweiten Teil beweisen wir durch
Induktion nach « und /. Für kleines «, etwa « 1 ist die Aussage von Satz 2 für alle /
richtig. Aus den Sequenzen (10) und Satz 1 folgt

Hq(Ul(n)) 0 für q< n-l. (11)

Durch Abzählen der Basen in den beiden Komplexen findet man ausserdem

rg(Uq(n)) rg(Q'q(n-l)) (12)
für alle q.
Daraus ergibt sich mit (11) und der Eulercharakteristik, dass

Hn_x(U'(n))^Hn_x(Q'(n-l)^Zv»-*K (13)

Absteigende Induktion nach / liefert als Induktionsvoraussetzung

#n(ß' + >)) ZM'+,). (14)

Mit (13) und (14) entnimmt man dann aus (10) mit q «

Hn(Ql(n))^Z^l+V-v»-^lK

Damit folgt auch der zweite Teil von Satz 2.

Thomas Bier und Christoph Seidel
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