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Ein Beispiel zum Rechnen mit Involutionen in der klassischen Laguerre-Geometrie

Unter der klassischen Laguerre-Geometrie der reellen euklidischen Ebene E
versteht man bekanntlich die folgende Inzidenzstruktur

1 Die Menge S der Speere besteht aus allen orientierten Geraden von E Die dem
Speer zugrunde hegende Gerade heisst Tragergerade
2 Die Menge Z der Zykel besteht aus allen Punkten und allen orientierten Kreisen
von E Ist z e Z em orientierter Kreis, so heisst der z zugrunde liegende Kreis der
Tragerkreis von z
3 Ist z ein Punkt, so mzidiert z mit SeS - in Zeichen SIz -, falls der Punkt auf der
Tragergeraden von S hegt Ist z e Z ein onentierter Kreis, so mzidiert z mit S - wie
oben durch SIz ausgedruckt -, falls sich die Tragergerade von S und der Tragerkreis

von z berühren und überdies die Orientierung von S und z im Beruhrpunkt
übereinstimmen (Fig 1)

Figur 1

Die gemäss 1,2 und 3 gebildete Inzidenzstruktur (S, Z, I) heisst klassische Laguerre-
Geometne
Wir nennen die Speere S, T parallel, in Zeichen S\\ T, wenn entweder S=T oder
wenn es kern zeZ mit S,TIz gibt Man bestätigt unmittelbar die folgenden
Aussagen
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I. Zwei Speere S, T sind genau dann parallel, wenn die Trägergeraden von S, T
parallel sind und die gleiche Orientierung haben.
II. Mit drei paarweise nicht parallelen Speeren inzidiert genau ein Zykel (Fig. 2).
III. Inzidiert der Speer S mit dem Zykel z und gilt TfS,TeS, Tiz, so gibt es

genau ein yeZ, so dass Tly und z,y nur S als gemeinsam mit z,y inzidierenden
Speer besitzen (Fig. 3).

Figur 2 Figur 3

Die übliche Spiegelung an einer Geraden g der euklidischen Ebene E wird zu einem
mvolutorischen Automorphismus von (S,Z,I), wenn wir in anschaulich naheliegender

Weise (Fig. 4) die Orientierung der Speere und Zykel durch Klappung
übertragen.

9

Figur 4

/

I
v

og sei der durch die Spiegelung an g induzierte involutorische Automorphismus von
(S,Z,I).
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Die Orientierung der Geraden ermöglicht uns, eine eindeutig bestimmte
«Winkelhalbierende» zu definieren. Sind S,T nicht parallele Speere, so sei wST die Mittellinie

der Trägergeraden g,h von S, T, falls diese parallel sind; sind g,h nicht parallel,
so sei wST die Winkelhalbierende der beiden durch g,h bestimmten Winkelfelder,
in denen die mit S, T inzidierenden Zykel liegen (Fig.5). <rST sei die durch wST
bestimmte Involution von (S, Z, I).

Figur 5

Wir wollen nun - ähnlich wie in [2] - nur durch Rechnen mit Involutionen den
Schliessungssatz von Miquel für die klassische Laguerre-Geometrie beweisen. Das
entscheidende Hilfsmittel für den Beweis liefert das folgende

Lemma. Vier paarweise nicht parallele Speere P,Q,R,S inzidieren genau dann mit
einem Zykel, wenn

GpqGqrOrs^Gps )•

Beweis: Die Bedingung ist hinreichend: Sei P, Q,R,SIz und z ein orientierter Kreis.
Dann gehen die Winkelhalbierenden wpq,WqR,wrs durch den Mittelpunkt des

Trägerkreises von z, und deswegen ist jedenfalls

°PQaQRGRS ag

für eine geeignete Gerade g. Da og überdies die Trägergerade von P auf die Trägergerade

von S abbildet und den Trägerkreis von z invariant lässt, folgt

g=wps

und damit die Behauptung. Ist z ein Punkt, so schhesst man analog.
Die Bedingung ist notwendig:

1) Abbildungen werden als Exponenten von rechts geschrieben.



134 Kleine Mitteilungen

Gut

gpqGqrGrs^vps'

so liegen wPq,wqr,wrs,wps im Büschel. Da die Trägergeraden von P,Q,R,S nicht
parallel sein können (sonst wären die vier Speere P,Q,R,S nicht paarweise nicht
parallel), gehen wPq,WqR,wrs,wps durch einen Punkt/?. AuspIP (p als Zykel
aufgefasst) folgt offenbarpIQ,R,S, und wir können daher annehmen, dass/? nicht auf
den Trägergeraden g,h,i,j von P,Q,R,S liegt. Also können wir auf die Existenz
eines Kreises k mit Mittelpunkt/? schhessen, der g,h,i,j berührt, und orientieren k
so zu einem Zykel z, dass PIz gilt. Wegen pIwPQ folgt nach der Definition der
Winkelhalbierenden QIz, und entsprechend erschliessen wir R,SIz.

Der Schliessungssatz von Miquel für die Laguerre-Geometrie. Inzidieren von den
acht paarweise nicht parallelen Speeren SX,S2,S3,S4,TX,T2,T3,T4 jeweils die
Quadrupel SX,S2,S3,S4; SX,S2,TX,T2; S2,S3,T2,T3; S3,S4,T3,T4; S4,SX,T4,TX mit einem

Zykel, so auch das Quadrupel Tx, T2, T3, T4 (Fig. 6).

___.

Figur 6

Beweis: Lemma und Voraussetzung ergeben die Gleichungen

°T, T1 (TTl Si ^Si S2 aS2 T2

GT2T=GTlS20S2Si0SlTz

°T3 T4 ür353 GS3S4 «4 ^4

°$x S4 °SX S2 <fS2S3 °S3S4

°TX T4 °r,5, aSxSAaS4T4
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und durch Einsetzen erhalten wir

°TxT2GT2T3GTyT4

(*r, Sx °SiS2 °S2T2) (°T2S2 °S2S3 °S3T3) (°T3S3 °S3S4 °S4T4)

°TX Si °Si S2 °S2S3 °S3S4 °S4 T4 0"r, Si °Si S4 °S4 T4 <*TX T4

Nach dem Lemma inzidieren die Speere Tx, T2, T3, T4 mit einem Zykel

Figur 6 legt die Vermutung nahe, dass der Schliessungssatz von Miquel möglicherweise

auch als Aussage uber Tangentenvierseite formuliert werden kann
Bilden von den acht paarweise verschiedenen Geraden ax,a2,a3,a4,bx,b2,b3,b4
jeweils die Quadrupel ax,a2,a3,a4, ax,a2,bx,b2, a2,a3,b2,b3, a3,a4,b3,b4, a4,ax,b4,bx
ein Tangentenvierseit, so auch das Quadrupel bx,b2,b3,b4
Diese Vermutung ist falsch, wie man sich an Hand von Figur 7 klarmachen kann
Trotz Erfüllung der genannten Voraussetzungen bildet bx,b2,b3,b4 kein Tangentenvierseit

—t—

Figur 7

Konrad Lang, Math Institut der Universität, Postfach 3008, Bayreuth
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Words formed by projections

Let/? and q be projections ina C*-algebra_4. Suppose that u and v are two different
reduced words each formed by juxtaposition of a finite sequence of p and q.
Assuming that u equals v as elements of A, the purpose of this note is to show that/?
and q commute. This gives an algebraic proof of the following result which is of
interest in quantum probabihty theory [1,2]: for any two projections/?, qma Hilbert
space H the commutation relationpq qp is equivalent topqp qpq.
There are three possible cases.

Case 1: (pqf u v=(pqjn with «>m>0 Then (pqp)n up vp=(pqpjn with
m^n. It follows that the spectrum of the positive element/?#/? must be contained in
fO, 1}, i.e. pqp is a projection. The calculation (pqp — qp)*(pqp-qp)=pqpqp
-pqpqp—pqpqp+pqp^Oshows thatpq=pqp qp.

Case 2: (pqf u v=(pqynp for some m,n>0. Ifm^n, then (pqpY (pq)np up
vp (pqynp (pqpyn. lfm n,then(pqyi (pq)nq=uq=vq=(pqYpq (pqf+x.

Thus case 2 reduces to case 1.

Case 3: (pqf u v=(qpYl for some m,n>0 Then (pqpY (pq)np up=vp
(qpTp (qpY1 and so (p qf (p qpY. This reduces to case 2.

Jen-chung Chuan, National Tsing Hua University, Hsinschu, Taiwan

REFERENCES

1 P Mittelstaedt Philosophische Probleme der modernen Physik BI-Hochschultaschenbucher,
Vol 50(1976)

2 ,W Rehder On the commutativity of two projections El Math 35/5 120-122(1980)
3 S Sakai C*-algebras and W*-algebras Spnnger-Verlag, Berlin 1970

© 1982 Birkhauser Verlag, Basel 0013-6018/82/050136-01 $1 50 + 0 20/0

Elementarmathematik und Didaktik

Komplexe Zahlen in der Elementargeometrie

Man kann bekannthch die gleichsinnigen Ähnlichkeitstransformationen in der
euklidischen Ebene (Translationen, Drehungen, Streckungen, Dreh-Streckungen)
auf prägnante Art mit komplexen Zahlen beschreiben. Die vorliegende Studie
möchte auf ein kleines Anwendungsfeld der komplexen Zahlen in diesem Bereich
hinweisen und gleichzeitig der Schulmathematik einige Anregungen zuführen.
Sie befasst sich mit einem Block von thematisch verwandten geometrischen
Problemen in der Absicht, zu diesem Problemkreis einen neuen Zugang freizulegen.
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