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Aufgaben

Neue Aufgaben
Losungen sind bis zum 10. November 2020 erbeten und kénnen auf postalischem Weg an
Dr. Stefan Grieder, Grebelackerstrasse 4, CH-8057 Ziirich

gesandt werden. Losungen, die in einem giingigen Format abgefasst sind, konnen als
Attachment auch iiber die E-Mail-Adresse stefan.grieder@hispeed.ch einge-
reicht werden.

Aufgabe 1398: In Bildern von Max Bill treten kongruente Quadrate ABCD und PQRS
auf, bei denen P auf AB und C auf QR liegt.

a) Die durch die beiden Quadrate gebildete Figur enthilt sechs rechtwinklige Dreiecke.
Welche Seitenverhiiltnisse haben sie, wenn P wie bei Bill in der Mitte von A B liegt?

b) Sei F der Fusspunkt des Lots von Q auf BC. In welchem Verhiiltnis wird BC von
F geteilt, wenn die Linge von F Q maximal ist?

¢) Welche Art von Kurve beschreibt Q, wenn P entlang A B liuft.
Moritz Adelmeyer, Ziirich, CH und Fritz Siegerist, Kiisnacht, CH

Aufgabe 1399: In einem Dreieck ABC mit den Winkelhalbierenden w,, wp, wy zeige
man die Identitit

. a—B N3 . By N3 g\ 3
sm("—zﬁ) N sm(ﬂT”) N sin(45%) 3 fa b\ (b < (c a)
wy Wy wp ~ 8abc \b a c b)\a /)

Oleh Faynshteyn, Leipzig, D

Aufgabe 1400 (Die einfache dritte Aufgabe): Der Restklassenkorper Zs = {0, 1, 2, 3, 4}
kann durch Adjunktion des Elements +/2 zum Korper K = Zs(+/2) mit 25 Elementen
erweitert werden. Man suche alle Losungen der Gleichung x® = 2 in K.

Roland Wyss, Flumenthal, CH
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Losungen zu den Aufgaben in Heft 2, 2019

Aufgabe 1386. Sei A BC ein spitzwinkliges Dreieck mita # b und Umkreis k. Die Punkte
E € BC und F € CA seien die Hohenfusspunkte der Hohen A, resp. iy und N der
Mittelpunkt von £ F. Weiter schneide die Gerade CN den Umkreis in Z und U, V seien
die von Z verschiedenen Schnittpunkte ZE N k resp. ZF N k. Schliesslich sei P der
Schnittpunkt der Geraden AU und BV. Zeige, dass sich die Geraden UV und A B auf der
Tangente im Punkt P an den Umkreis des Dreiecks C PN schneiden.

Andrew Wu, McLean, USA

Auswertung der eingesandten Losungen. Von folgenden 6 Lesern sind Beitrige einge-
troffen: Henri Carnal (Bern, CH), Walther Janous (Innsbruck, A), Fritz Siegerist (Kiis-
nacht, CH), Albert Stadler (Herrliberg, CH), Gerhard Wanner (Genéve, CH) und Lienhard
Wimmer (Isny, D).

Wiihrend sich die Aufgabe mit analytischen Methoden nachrechnen lésst, ist ein synthe-
tischer Beweis recht aufwiindig. Wir folgen den Ausfiihrungen von Henri Carnal, der als
einziger diese Methode gewiihlt hat.

Das Doppelverhiltnis (Q, R; S, T') ist definiert als

SQ TQ j:sin(/) +a) sin(p+o+71)

SR TR~ sin(e) ~ sin(o +71)
+ falls § und T beide ausserhalb oder innerhalb der Strecke QR liegen, — sonst (siche
Figur 1).

PTo\t

R S T

()

Figur 1

In Figur 2 ist O der Umkreismittelpunkt, // der Hohenschnittpunkt und G der Fusspunkt
der Hohe h,. Weiter ist r der Umkreisradius und man nimmt b > a an. Man schreibt a =
90° — o usw., k| = tan(a), k» = tan(f), p = k1ko. Es ist SACC) = f = <BCG,a =
IBCCy =<dABF = <4ACJ = <ABJ usw. Wegen ACEF ~ ACABund <BCC| = a
ist EF L CCy.Ist N der Mittelpunkt von FE, p = <OCN, so ist

DE — DF ki — k2

tan(p) = 1
() °CD > ()
. o o _ CEcos(a) _ CEsin(a) . CE _ (CE
Sei K = EFN h‘-. Es &llt CK = C()S((i*/}) — cos(fi—a) und CH = C()S(/}) - sin(f)”
araie folo - _ _ ; 1 sin(a) _ CLcos(a)cos(f) e
Daraus folgt HK = CH — CK = CE(sin(/)') C05(/).7“)) = il et und weiter

CK : HK = Sina)sinlf)

cos(a)cos(ff)”
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Figur 2

Es gilt BG = 2r sin(a) cos(f) und HG = BG tan(a) = 2r cos(a) cos(f), sowie CG =
he = 2r sin(a) sin(#) und daraus CG : HG = CK : H K oder

(C,H; K,G)=—1. 2)

Im Biischel mit Scheitel C ist <BCD; = a, <D;CF = f, <FCL = & und daher
IBCL =y +a = a — y. Daraus erhilt man (B, F; Dy, L) = cos_(a)

- . . . . DF _. lun(ﬁ') __sin(a) cos(f) S 5
Ferner ist (B, F; Ny, D)) = (E, F; N, D) = DE = imld) = oosta) sinlf)" Daraus erhiilt
man

sin(a) cos(a)
sin(f) cos(a — 7))’

(B, F; Ny, L) = (B, F; N\, D\)(B, F; Dy, L) = — )
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Im Biischel mit Scheitel Z ist <BZC = a, <BZL = 180° — <BCL = y —a. Wir
schreiben noch <CZV = ¢, <VZL = & und haben (B, F; Ny, L) = —gSm@l st
Aus (3) folgt deshalb

sin(d)  cos(a)

sin(e)  sin(f) @

Zum Schluss projiziert man das Doppelpaar {C, L,V ,A} von B aus auf h. zu {C, H, Py, G}
(mit P; = BV N h,) und erhilt
(€ H: P, G) = - MO @)
sin(d) sin(f)
Aus (2) folgt Pl = K und aus Symmetriegriinden gilt auch AU N h,. = K, also P =
AUNBYV =

Fir p = <BAU ;Dm tan(p) = SK mit GK = h. — CK = h, — SZ5"4. A s CE =

2r sin(f) cos(y ) folgt CK = i’(;&?; 3:1)) und GK = he(l — L(’;:E:,f(y L)) = hc +p Weiter
ist GA = 2r cos(a) sin(f) = Lo — k] und schliesslich tan(p) = fﬁ)k. - I{f—[
Ahnlich gilt fiir 0 = <ABYV, dass tan(c) = (;B = 12pr
Firz = <AWV = AUV — <BAU = ¢ — p hat man dann
te — tan 2(ky — ka)(1
taii{r) = an(o') (p) _ 20kt — ko)( +7P) ‘ 5)
| + tan(o ) tan(p) l+6p+ p-
Fiir o = <GWK gilt schliesslichmit Y = UV Nh,
tan(w) KG i) = ()KG ©)
= — an(w) = tan(r) — .
tan(7) YG Y

Esist KJ=KG+GJ =KG+HGmit KG = hc- = undHG_Zrcos(a)Los(ﬁ)
he costa) cosB) _ py . ynd daher K J = h,. - 2842 Wegen KC = hecos@) _py 1P

. sin(a) sin(f8) I4+p -~ cos(fi—a) o l4p
ist dann
1 = p
(e, Js &, 6) = —L.
34 p

Projiziert man nun {C, J, K, G} von A aus auf k zu {C, J, U, B}, dann von V aus auf A,
zu{C,J,Y,K},s0ist (C,J; K,G)=(C, J;Y,K),dh.

l—p CY KJ CY pB+p) cYy  (1-p)?

= =—.
3+p JY KC _Jr 1-p JY  p(3+p)?

Wegen (1 —p)2+p(3+p)2 = (1 +6p+p Y1 + p)und CJ = he - (1 + p) gilt

(1—p)? - p(3+p)* _n
CY =h, " 116 +p7,YJ—h(- I+6p-tp 22 YG=h—CY =h l+6)+p

= und

KG 1+6p+p?
YG 41+ p)
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Mit (5) und (6) ergibt sich

ki — ko

tan(w) = =tan(p) = IAGKW =g¢p. (7)

2
Sei Oy der Mittelpunkt des Kreises CN K (siehe Figur 3) und O,/ die Senkrechte auf
NK,dannist </ 02K = <NCK = w,und da Oz/ || CD bildet h, mit dem Radius O K
den Winkel ¢ und somit mit der Tangente den Winkel ¢. Nach (7) ist daher diese Tangente
die Gerade durch K und W, w.z.b.w.
Bemerkung: Mit dem Satz von Pascal fiir die Punkte ZU ACBYV (in dieser Reihenfolge)
lisst sich einfach zeigen, dass P auf der Strecke EF liegt (Gerhard Wanner), fiir den
Beweis wird aber bendtigt, dass P auf der Hohe A, liegt, was einiges aufwindiger zu
zeigen ist.

Aufgabe 1387. Es sei fiir eine komplexe Matrix

a b
A= a)

§ = a + d deren Spur und D = ad — bc deren Determinante. Man stelle fiir natiirliches n
die Spur der Matrix A" als Polynom von S und D dar.

Roland Wyss, Flumenthal, CH

Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind 16 Zuschriften von folgenden Lesern
eingegangen: Ulrich Abel (Friedberg, D), Hans Brandstetter (Wien, A), Peter Bundschuh
(KolIn, D), Walter Burgherr (Rothenburg, CH), Henri Carnal (Bern, CH), Frieder Grupp
(Schweinfurt, D), Walther Janous (Innsbruck, A), Paul Jolissaint (Porrentruy, CH), Joa-
chim Klose (Bonn, D), Wolfgang Seewald (Biel-Benken, CH), Fritz Siegerist (Kiisnacht,
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CH), Francois Sigrist (Neuchatel, CH), Albert Stadler (Herrliberg, CH), Michael Vowe
(Therwil, CH), Gerhard Wanner (Genéve, CH) und Hansruedi Widmer (Baden, CH).

Die meisten Leser arbeiten mit den Eigenwerten der Matrix, andere leiten eine Rekursions-
formel der gesuchten Polynome her. Wir folgen den Ausfiithrungen von Gerhard Wanner,
der mit einfachen Mitteln explizite Formeln fiir die Koeffizienten der gesuchten Polynome
findet.

Wenn wir mit x, y die beiden Eigenwerte der Matrix A bezeichnen, dannist § = x 4+ y

und D = xy und die Spur von A" ist gleich p, = x" + y". Jetzt sehen wir (Newton sei
Dank):

pr=S,
pr=x’4y=(x+yP-2xy=5>-2D,
P+l = xn+l + y"+l &= (p _|_y)(xn +y”) - X,V(-x”_l _|_yn—l) = Spn — Dpy—1.

Mit der letzten Rekursionsformel konnen wir die p,, der Reihe nach berechnen und schrei-
ben die Koeffizienten (ohne Vorzeichen) so in ein Dreieckschema, dass in Richtung / die
Multiplikation mit S, in Richtung N die Multiplikation mit D entspricht. Die Koeffizien-
ten der einzelnen Polynome sind dann nicht in horizontalen Reihen, sondern je von einer
Zahl zur Zahl in der niichsten Kolonne der dariiber stehenden Reihe zu finden. Als Beispiel
sind die Koeffizienten von p4 grau geschrieben.

pr==_§ - 3

pr=S8%-2D 1132,\
p3 = 8* 38D T
pa=S§* — 452D + 2D - ;15'95 22
ps = 85— 587D + 55D . 4
pe = S° — 68*D +952D% — 2D3 L .

Das Bildungsgesetz dieser Koeffizienten ist abgesehen von der ersten Reihe genau gleich
wie beim Pascalschen Dreieck. Deshalb ist dieses Dreieck die Summe der von den Zahlen
| und 2 in der ersten Zeile erzeugten Pascalschen Dreiecke.

1 2 1 2
1 3 2 I 1 2 2
1 4 5 2 — | 2 4 2
I 5 9 7 2 1 & 3 1 2 6 06 2
Mit der Identitiit (V) +2(," ) = L () Ligst sich die Summe als
k k—1 n+l1
~ I 2
[ 1 2] LAY
I3 2 3 42 & g% B.oa® g
L 4 5 2 _ . lj. . i-}() §‘37 4§.18
1 5 9 7 2 4’ 4’ 4 4 4
5 6 7 8 9 10
I 1 |3+ = 5010 510 55 7
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schreiben und wir erhalten schliesslich

Ln/2] n n—k
p" — Z(_l)i\ k( A )SH—ZI\DI(
n— C
k=0

Aufgabe 1388 (Die einfache dritte Aufgabe). Die Beziehung
A'0"-B'O'=D0"-C'0

(siche Figur) heisst Eukl. I11.35 und ist seit iiber 2300 Jahren bekannt. Weniger populir ist
dagegen das ihnliche Resultat

AO-BO =D0-CO.

Gefragt ist ein moglichst eleganter Beweis, eventuell mit Literaturzitaten.
Gerhard Wanner, Geneéve, CH

Dl

Bl

Auswertung der eingesandten Losungen. Fol gende 9 Leser haben Losungen eingesandt:
Yagub Aliyev (Khyrdalan, AZ), Walter Burgherr (Rothenburg, CH), Henri Carnal (Bern,
CH), Walther Janous (Innsbruck, A), Raphael Muhr (Oberammergau, D), Fritz Siegerist
(Kiisnacht, CH), Albert Stadler (Herrliberg, CH), Wolfgang Seewald (Biel-Benken, CH)
und Roland Wyss (Flumenthal, CH).

Die meisten Loser arbeiten mit einfachen trigonometrischen Hilfsmitteln oder mit ihn-

lichen Dreiecken. Wir folgen den Ausfiihrungen von Raphael Muhr, der mit minimalen
Mitteln auskommt.

Wir tragen noch die Endpunkte P und Q des Durchmessers durch O und O’ ein. Wegen
der Ahnlichkeit der Dreiecke PA O und PQA’ resp. PBO und P Q B’ sehen wir, dass

A'Q 'Q A'Q-B'Q
AO=P0O.-—=undBO = P AO-BO = PO*. —=— =<
p un 0 - = A0-BO=PO*. 22—
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Wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke B’Q O’ und PA’O’ resp. A’QO’ und PB’ O’ ist

BIQ Qof A/Q Alol . A/QBIQ Qof

= un = = "

AP AN T PR PO A'P.B'P PO
Somit ist 00’
AO-BO =PO?. =—
¢ PO’

konstant fiir jeden festen Punkt O'.
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