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Aufgaben

Neue Aufgaben
Losungen sind bis zum 10. Mai 2020 erbeten und konnen auf postalischem Weg an
Dr. Stefan Grieder, Grebelackerstrasse 4, CH-8057 Ziirich

gesandt werden. Losungen, die in einem gingigen Format abgefasst sind, konnen als
Attachment auch iiber die E-Mail-Adresse stefan.grieder@hispeed.ch einge-
reicht werden.

Aufgabe 1392: Durch die Ecke A eine Dreiecks ABC ziehe man die Parallele J), zur
Eulerschen Gerade des Dreiecks. Es sei d, die zu ), symmetrische Gerade beziiglich der
Hohe durch A. Analog werden d, und d. definiert. Man zeige, dass die Geraden d,, dp,
dc sich in einem Punkt schneiden, dessen Abstand zum Hdéhenschnittpunkt gleich dem
Umbkreisradius des Dreiecks ist.

Gheorghe Bercea, Miinchen, D

Aufgabe 1393: Sei F, die Fibonacci-Folge, definiert durch F,, 12 = F,1 + F,, Fp = 0,
F; = 1l und g > 2, k seien natiirliche Zahlen. Man beweise, dass die Kongruenz F,, = n
mod g* unendlich viele Losungen in natiirlichen Zahlen n hat.

Jiirgen Spilker, Stegen, D

Aufgabe 1394 (Die einfache dritte Aufgabe): Gegeben seien zwei sich in P und Q
schneidende Kreise ki und k». Sei g die Senkrechte zu PQ durch P und A und B die
von P verschiedenen Schnittpunkte von g mit k; und k». Sei & eine weitere durch P ver-
laufende Gerade im spitzen Winkel ¢ zu g und deren von P verschiedenen Schnittpunkte

mit k; und k3 seien U und V. Man zeige UV = AB cos(p).
Johannes M. Ebersold, St. Gallen, CH
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Losungen zu den Aufgaben in Heft 4, 2018

Aufgabe 1380. Man bestimme die kleinste Konstante C so, dass fiir alle Funktionen f €
C'(10, 1) mit f; f(x)dx = 0 die Ungleichung

1
C. / F10)%dx = (£0) + £(1)>?
0

gilt.
Walther Janous, Innsbruck, A

Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind 14 Losungen von folgenden Lesern
eingegangen: Ulrich Abel und Vitaly Kushnirevych (Friedberg, D), Hans Brandstetter
(Wien, A), Peter Bundschuh (Kéln, D), Walter Burgherr (Rothenburg, CH), Henri Car-
nal (Bern, CH), Frieder Grupp (Schweinfurt, D), Joachim Klose (Bonn, D), Kee-Wai Lau
(Hong Kong, CHN), Ioannis D. Sfikas (Athen, GR), Jiirgen Spilker (Stegen, D), Albert
Stadler (Herrliberg, CH), Michael Vowe (Therwil, CH), Gerhard Wanner (Geneve, CH)
und Roland Wyss (Flumenthal, CH).

Die Losungen lassen sich in zwei Kategorien einteilen. Die einen Loser behandelten die
Aufgabe als ein Problem der Variationsrechnung, wihrend die anderen Loser das Problem
direkt angingen und die rechte Seite als Ergebnis einer partiellen Integration interpretier-
ten. Wir folgen den Ausfithrungen von Ulrich Abel und Vitaly Kushnirevych, die die Auf-
gabenstellung noch leicht verallgemeinerten.

Unter Beachtung der generellen Voraussetzung fol f(x)dx = Oliefert partielle Integration

1 1
/ @x =D f(x)dx = @x — l)f(x)'l - 2/ Fx)ydx = f(1) + £(0).
0 0 0

Anwendung der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung impliziert
I 2 I 1
(f() + FO) = ( |- l)f’(X)dx) < [[x-vax [(rfar
0 0 0

1 l ! 2
=3 | Fwyax

Gleichheit gilt, falls f(x) ein Vielfaches von 2x — 1 ist, etwa f (x) = x> —x +k. Die gene-

relle Voraussetzung ergibtk = 1, also f(x) = x> —x+ é Folglich ist die kleinstmogliche

= &
Konstante C = %

Ersetzt man in obiger Rechnung (2x — 1) durch (a + b)x — a fiir beliebige a, b € R, so
erhdlt man unter derselben Voraussetzung wie oben die Ungleichung

1
C‘/o (f ()2 dx > (af 0) + bf (1))

mit der kleinstmoglichen Konstante C = %(a2 — ab + b?). Aufgabe 1380 ist dann der
Spezialfalla = b = 1.
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Aufgabe 1381. Die Seiten a, b und c eines spitzwinkligen Dreiecks sollen als Achsen der
Geradenspiegelungen X, Xj und X, betrachtet werden. Setzt man diese drei Abbildungen
in beliebiger Reihenfolge zusammen, so entsteht eine Schubspiegelung.

Wo liegen die Achsen der sechs moglichen Schubspiegelungen und wie lang ist der zu der
jeweiligen Schubachse parallele Schiebevektor?

Roland Wyss, Flumenthal, CH

Auswertung der eingesandten Losungen. Von folgenden 12 Lesern sind Beitriige ein-
getroffen: Hans Brandstetter (Wien, A), Walter Burgherr (Rothenburg, CH), Henri Car-
nal (Bern, CH), Rolfdieter Frank (Koblenz, D), Frieder Grupp (Schweinfurt, D), Walther
Janous (Innsbruck, A), Joachim Klose (Bonn, D), Wolfgang Seewald (Biel-Benken, CH),
Fritz Siegerist (Kiisnacht, CH), Albert Stadler (Herrliberg, CH), Gerhard Wanner (Genéve,
CH) und Hansruedi Widmer (Baden, CH).

Die Achsen einer Schubspiegelung lassen sich relativ einfach als Fixgeraden dieser Abbil-
dung charakterisieren. Viele Leser arbeiteten mit den Eigenschaften des Hohenfusspunkt-
dreiecks, um dann die Aufgabe zu losen. Rolfdieter Frank, dessen Ausfiihrungen wir fol-
gen, wie auch andere Loser deuteten die Linge des Schubvektors ebenfalls mithilfe dieses
Dreiecks. Ebenfalls gab er noch die Losung fiir stumpfwinklige Dreiecke an.

Die Achsen der 6 moglichen Schubspiegelungen sind die Verbindungsgeradena’, b', ¢’ der
Hohenfusspunkte A’, B’, C’ des Dreiecks. Dies gilt auch fiir stumpfwinklige Dreiecke. Die
Linge des Schiebevektors ist fiir spitzwinklige Dreiecke der Umfang des Dreiecks A’B'C’.
Sieistd(A’, B") +d(B’,C") — d(C’, A"), falls der Winkel p stumpf ist (siche Figur).

Zum Beweis: Bekanntlich halbiert @ einen der Winkel zwischen A" und ¢, b einen der
Winkel zwischen ¢’ und a’, und ¢ einen der Winkel zwischen a” und b’. Folglich gilt

Ta02p0 (b)) =240 Zp(@) = Zu(c) =0

Also muss b’ die Schubachse von ¥, o ¥j o X, sein, denn jede (echte) Schubspiegelung
hat nur diese eine Fixgerade.
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Wir setzen P = X.(B") und Q = Z,(B’). Dann gilt
a0 0 AP) = By 0 Zp(BN) = (B = 0,

sowie P € b’ wegen B’ € a’ und Q € b’ wegen B’ € (. Daher ist die Linge des
Schubvektors gleich d(P, Q). Ist das Dreieck A BC spitzwinklig, so gilt

d(P, Q) =d(P,C")+d(C", A") +d(A", Q) =d(B',C") +d(C', A") +d(A', B),

weil P, C’, A’, Q in dieser Reihenfolge auf b’ liegen. Ist der Winkel # stumpf, so ist die
Reihenfolge von A’ und C’ vertauscht, deshalb gilt dann

d(P,Q)=d(P,C")—d(C',A)Y+d(A",Q)=d(B',C")—d(C',AY+d(A', B').

Bemerkung: Einige Leser gaben die Linge des Schubvektors in der Form % an, wobei

F die Fliche und R der Umkreisradius des Dreiecks A BC ist. Diese Formel gilt auch im
Fall des stumpfwinkligen Dreiecks.

Aufgabe 1382 (Die einfache dritte Aufgabe). Sei ¢(.) die Eulerfunktion. Fiir welche
m € N gilt

a®™* =4 mod m

fiir alle a € Z?
Rolfdieter Frank, Koblenz, D

Auswertung der eingesandten Losungen. Von folgenden 13 Lesern sind Zuschriften ein-
gegangen: Sefket Arslanagi¢ (Sarajevo, BIH), Hans Brandstetter (Wien, A), Peter Bund-
schuh (Koln, D), Walter Burgherr (Rothenburg, CH), Henri Carnal (Bern, CH), Frieder
Grupp (Schweinfurt, D), Walther Janous (Innsbruck, A), Joachim Klose (Bonn, D), Wolf-
gang Seewald (Biel-Benken, CH), Ioannis D. Sfikas (Athen, GR), Jiirgen Spilker (Stegen,
D), Albert Stadler (Herrliberg, CH) und Roland Wyss (Flumenthal, CH).

Fast alle Loser benutzen den Satz von Euler—Fermat zur Losung der Aufgabe. Wir folgen
den Ausfiihrungen von Albert Stadler.

Wir behaupten, dass entweder m = 1 oder m quadratfrei sein muss. Der Fall m = 1 ist
trivial. Sei

m=pip2---pr
das Produkt von r > 1 paarweise verschiedenen Primzahlen, d.h. m ist quadratfrei. Sei
k der grosste gemeinsame Teiler von @ und m. Dann sind @ und m/k teilerfremd, da m
quadratfrei ist. Wir schliessen, dass

a?m+l _ 4 a qPm _

m k m/k
das Produkt zweier ganzen Zahlen ist, da nach dem Satz von Euler a?"/%) = 1 mod m/k
und p(m) = (p1—1)(pa—1)--- (p,—1) ein Vielfaches von ¢ (m/ k) ist, sodass a?™/%) —1
ein Teiler von a?™ — 1 ist.
Nehmen wir an, dass m durch das Quadrat einer Primzahl p teilbar ist, so setzen wira = p.
Dann ist p?" durch p teilbar und damit ist a?™+! — g = p?MW+1 _ p nicht durch p?
und damit auch nicht durch m teilbar.
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