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Aufgaben

Neue Aufgaben
Losungen sind bis zum 10. Februar 2020 erbeten und kénnen auf postalischem Weg an
Dr. Stefan Grieder, Grebelackerstrasse 4, CH-8057 Ziirich

gesandt werden. Losungen, die in einem gidngigen Format abgefasst sind, konnen als
Attachment auch iiber die E-Mail-Adresse stefan.grieder@hispeed.ch einge-
reicht werden.

Aufgabe 1389: In einem Dreieck A BC mit drei verschieden langen Seiten a, b, ¢ seien s,,
Sp, 8¢ die Lingen der Seitenhalbierenden, wy, wp, w, die Lingen der Winkelhalbierenden
und r der Inkreisradius. Man beweise, dass

1 (b — c)? 1 (c —a)? 1 (@a—b)*> 1

. . . < .
sa—wi (b+c)? s — w‘;;. (c+a)?  st—w? (a+b3?* r?

Sefket Arslanagi¢, Sarajevo, BIH
Aufgabe 1390: Man bestimme den Wert von

00
H
>

n=I1

. T 71—~ . . . .
wobei Hy = |, 1= dt mit x € Rund x > —1 die verallgemeinerten harmonischen

1—1
Zahlen sind.

Daniel Fritze, Berlin, D

Aufgabe 1391 (Die einfache dritte Aufgabe): Die Felder eines 2 x n-Rechtecks G, (n >
2) sind so mit natiirlichen (positiven) Zahlen zu belegen, dass die Summe der vier Zahlen
in jedem Teilquadrat von G, gleich sieben ist. Man bestimme die Anzahl z,, der moglichen
Belegungen.

Jany C. Binz, Bolligen, CH
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Losungen zu den Aufgaben in Heft 3, 2018

Aufgabe 1377. Sei k eine natiirliche Zahl, die teilerfremd zu 10 ist, und @, die Dezimalzahl
k111... 1k, (n>=1).
——

n Ziffern
Man bestimme ein k£ > 1 und eine Primzahl p so, dass p alle a, teilt.
Jiirgen Spilker, Stegen, D

Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind Beitrdge von folgenden 13 Lesern und
Leserinnen eingetroffen: Hans Brandstetter (Wien, A), Ulrike Bundschuh und Peter Bund-
schuh (KoIn, D), Walter Burgherr (Rothenburg, CH), Henri Carnal (Bern, CH), Frieder
Grupp (Schweinfurt, D), Walther Janous (Innsbruck, A), Joachim Klose (Bonn, D), Wolf-
gang Seewald (Biel-Benken, CH), Francois Sigrist (Neuchatel, CH), Albert Stadler (Herr-
liberg, CH), Lienhard Wimmer (Isny, D) und Roland Wyss (Flumenthal, CH).
Wiihrend einige Leser sehr direkt auf eine einzelne Losung zusteuern, versuchen andere,
alle moglichen Primzahlen p (und k) zu charakterisieren. Wir folgen der Losung von Henri
Carnal.
Sei p # 2, 5 eine Primzahl, k eine m-stellige Zahl,a, = k 111...1kund p | a, fiirn > 0.
n Ziffern
Dann gilt a, 1 —a, = 10" (9k + 1) und daher wegen ggT(p, 10) = 1 auch p | (9k+1).
Fiirn = 0 ist ap = (10™ + 1)k. Daher gilt p | ap genau dann, wenn p | (10™ + 1), da
wegen p | (9k + 1) natiirlich p { k folgt. So ein m gibt es nicht fiir alle Primzahlen p,
insbesondere nicht fiir p = 3,31, 37, 41, ... (Die zusitzliche Bedingung p | ap ergibt sich
aus p | Ok +1) = p | (a1 —ao) = p | ao.)

Fiir p = 7 ist 10> =7 10 =7 10" ... =7 —1. Man sucht also eine ungerade, nicht durch
5 teilbare dreistellige Zahl mit 9k + 1 =7 2k 4+ 1 =7 O und findet 101, 129, 143, ...
Fiir p = 11ist 10" =;; —1, aber 11 | (9k + 1) besitzt nur die nicht zuliissige Losung

k = 6. Man wiihlt daher m = 3 und findet k = 127, 149, 171, ...

Bemerkung: Ulrike und Peter Bundschuh zeigen, dass fiir eine Primzahl p ein k existiert
(und somit unendlich viele), genau dann, wenn die Ordnung von 10 in der multiplikativen
Gruppe Z, eine gerade Zahl ist. Sie zitieren weiter ein Resultat von H. Hasse, dass es
asymptotisch doppelt so viele Primzahlen mit gerader Ordnung von 10 in Z7, gibt als
Primzahlen mit ungerader Ordnung.

Aufgabe 1378. Seien w,, wg und w, diec Winkelhalbierenden eines Dreieck ABC. Spie-
gelt man einmal A an wg und zyklisch (B an w, etc.) und das andere mal A an w, und
zyklisch, so erhiilt man zwei neue Dreiecke. Zeige, dass deren Flichen zusammengezihlt
der doppelten Fliche des urspriinglichen Dreiecks entspricht.

Raphael Muhr, Oberammergau, D

Auswertung der eingesandten Losungen.

Folgende 12 Leser haben Beitrige zugesandt: Hans Brandstetter (Wien, A), Walter Burg-
herr (Rothenburg, CH), Henri Carnal (Bern, CH), Frieder Grupp (Schweinfurt, D), Walt-
her Janous (Innsbruck, A), Joachim Klose (Bonn, D), Clemens Pohle (Obersiggenthal,
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CH), Francois Sigrist (Neuchdtel, CH), Albert Stadler (Herrliberg, CH), Gerhard Wanner
(Geneve, CH), Lienhard Wimmer (Isny, D) und Roland Wyss (Flumenthal, CH).

Die meisten Loser bestimmen die Flichen der neu entstehenden Dreiecke als Summe von
(orientierten) Flicheninhalten von anderen Dreiecken, die sich leicht aus dem Flichenin-
halt des gegebenen Dreiecks bestimmen lassen. Implizit steckt dieses Vorgehen auch im
Beweis von Roland Wyss, der die Flicheninhalte elegant vektorgeometrisch verpackt.

Die Seitenléingen des Dreiecks A BC seien in der iiblichen Weise mit a, b, ¢ bezeichnet
und A", B, C’ seien die Spiegelpunkte der Ecken A, B, C an wg, w,, w, sowie A*, B,
C* die Spiegelpunkte von A, B, C an wy, wg, wg.

We w,

Wy Wy
A

Man hat so CB' = a, AC’ =_b), BA’ =c sowie BC* = a, CA* = b, AB* = ¢ und
mittels der Basisvektoren b = A B, ¢ = AC lassen sich die Eckpunkte der neuen Dreiecke
wie folgt darstellen (siehe Figur):

AR =b+S@-b)=(1-9b+5F AB=(-%7 AC =25
=b+s(c—-b)=010—-2)b+ ;¢ =(1-3)c C =z
und
AN =G-bG-B)=bb+(1-1)F AB =& AC* = (1 - 9B
AA —C—E(C—— )_E +( —E)C _EC —(1—(—)
Zur Berechnung der beiden Dreiecksflichen benotigt man die Vektoren
T>, c > a c\> _I_)I C b 3 =t
AB =—-(1-2)b+(1—-5%—7) AC =—-(1—-5—-2)b—15¢
und
_ - —_— >
A*B* = —2p (1 -2 £y AC*=(1-2 -9 —(1-1b)C
Fiir die (orientierten) Flicheninhalte der neuen Dreiecke rechnet man dann
LAl ol e Wil 1 a b, c _a b e

L (A%R* o A% 1 a _b_ca_ b e



138 Aufgaben

Daraus erkennt man, dass i.a. die Fldchen der neuen Dreiecke A’B’C’” und A*lz*C* von-
einander verschieden sind, aber deren Addition zur doppelten Fliche F = %(b x ¢) des
urspriinglichen Dreiecks A BC fiihrt.

Aufgabe 1379 (Die einfache dritte Aufgabe). Man bestimme alle Polynome mit reellen
Koeffizienten so, dass fiir alle reellen Zahlen x und y gilt

px+y) <xplx)+yp(y).

Yagub N. Aliyev, Baku, AZ

Auswertung der eingesandten Losungen. Von folgenden 12 Lesern sind Losungen ein-
getroffen: Walter Burgherr (Rothenburg, CH), Henri Carnal (Bern, CH), Frieder Grupp
(Schweinfurt, D), Walther Janous (Innsbruck, A), Joachim Klose (Bonn, D), Wolfgang
Seewald (Biel-Benken, CH), Fritz Siegerist (Kiisnacht, CH), Frangois Sigrist und Ueli Su-
ter (Neuchatel, CH), Albert Stadler (Herrliberg, CH), Lienhard Wimmer (Isny, D) und
Roland Wyss (Flumenthal, CH).

Intuitiv ist klar, dass nur das Nullpolynom die geforderte Ungleichung erfiillen kann. Die
Losungsmethoden sind bei fast allen Einsendern insofern identisch, dass sie zeigen, dass
die geforderte Bedingung zu unendlich vielen Nullstellen fiihrt. Diese Nullstellen kann
man rekursiv bestimmen oder man kann direkt zeigen, dass das Polynom auf einem nicht
leeren Intervall verschwinden muss. Wir folgen der Losung von Frieder Grupp, der mit
der zweiten Variante arbeitet.

Fiir y = 0 lautet die gegebene Ungleichung

px) <xpx) < 0<(x-—1Dpk)

und hieraus folgt p(x) > 0, falls x > 1 und p(x) <0, falls x < 1.
Fiir y = x lautet die gegebene Ungleichung

p(2x) < 2xp(x).

Aus der oberen Bedingung p(x) < 0, falls x < 1, folgt hieraus p(2x) <0, falls 0 < x <
1. Esist also p(x) < 0, falls 0 < x < 2. Andererseits ist p(x) > 0, falls x > 1 und daher
p(x) =0firl < x < 2.

Da p(x) ein Polynom ist, folgt p(x) = O fiir x € R. Das Nullpolynom erfiillt als einzige
Losung die Ungleichung der Aufgabenstellung.
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