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I Elemente der Mathematik

Über Ä>freie Zahlen in arithmetischen Folgen

Peter Bundschuh

Der Verfasser studierte Mathematik und Physik in Basel, Hamburg und in Freiburg
(Breisgau), wo er 1967 promovierte und sich 1971 habilitierte. 1973 wurde er zum
Professor für Mathematik an die Universität Köln berufen. Seine Hauptforschungsinteressen

liegen auf dem Gebiet der Zahlentheorie, insbesondere diophantische
Approximationen und analytische Zahlentheorie.

1 Einleitung und Hauptergebnis

Es sei k eine feste natürliche Zahl größer als 1. Eine natürliche Zahl heißt k-frei, wenn
sie von keiner ©ten Potenz einer Primzahl geteilt wird. Im Spezialfall k 2 spricht man

von quadratfreien natürlichen Zahlen. Bekanntlich ist der Anteil der quadratfreien an allen
natürlichen Zahlen asymptotisch gleich 6/jt2 (vgl. [2, Theorem 333]). Scott [6] vermutete,
dass der Anteil der geraden quadratfreien Zahlen an allen natürlichen Zahlen asymptotisch

Eine natürliche Zahl heisst ©frei, wenn sie von keiner ©ten Potenz einer Primzahl

geteilt wird. Man weiss beispielsweise, dass der asymptotische Anteil 2-freier (also

quadratfreier) Zahlen in N gleich 6/n2 ist. Im Aufgabenteil dieser Zeitschrift wurde

kürzlich ein Problem gestellt, dessen Lösung sich aus einem hier zu zeigenden
Satz über die Anzahl J~k{x\ q, a) der ©freien natürlichen Zahlen < x ergibt, die

a (mod q) sind. Dabei sind q > 1 und a feste ganze Zahlen mit ©freiem ggT.
Genauer kann man den Grenzwert O* (q, a) der relativen Häufigkeit Tk (x ; q, a)/x bei

x —> oo explizit angeben, so dass das Restglied Tk(x\ q,a) — 0>k(q,a)x von der

Grössenordnung 0(x'/*) ist. Analog zu bekannten Fragen über Primzahlverteilung
könnte man aus der vorstehenden Asymptotik eine obere Abschätzung für no gewinnen

bzw. die Differenzen nj+\ — nj bei j -» oo untersuchen, wobei (»/)/=o,i,... die
der Grösse nach geordnete Folge der k-freien natürlichen Zahlen a (mod q) bedeutet.

Weitere Probleme über die Verteilung der ©freien Zahlen ergeben sich, wenn man
versucht, bei ganzwertiger zahlentheoretischer Funktion / : N —»- Z eine Asymptotik
für die Anzahlfunktion J^(x; /) #{n < x : f(n) ist ©-frei} zu gewinnen, etwa für
Polynome, die Teileranzahl- oder die Teilersummenfunktion.
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gleich 2/7T2 ist, das Verhältnis von geraden zu ungeraden quadratfreien Zahlen also
asymptotisch gleich 1 zu 2. Diese Vermutung hat Jameson [3| bewiesen und Spilker [7]
verallgemeinerte diese Aussage auf beliebige natürliche k > 2, indem er als Aufgabe stellte zu
zeigen: Das Verhältnis von geraden zu ungeraden ^-freien Zahlen ist asymptotisch gleich
2k~~{ — 1 zu 2k~]. Diese Aussage ergibt sich unmittelbar aus dem nachgestellten Korollar
2 zu folgendem

Satz über die Anzahl ^-freier Zahlen in arithmetischen Progressionen. Für ganze Zahlen

k, q, a mit k > 2 und q > 1 bezeichne J°k(x; q, a) die Anzahl der k-freien natürlichen
Zahlen < x, die kongruent zu a modulo q sind. Dann gilt bei x * oo

Tk (.v; q,a) <!>/, (q, a) x + 0(.vl/k) 1

mit
1

»- / (n}\ (2)n o-^).</ y * r-
(pk,q)\a

wobei im Restglied die O-Konstante von k, q und a unabhängig gewählt werden kann. Das
Produkt in (2) ist über alle Primzahlen p erstreckt, für die der größte gemeinsame Teiler
(pk, q) die Zahl a teilt.

Dass das Produkt rechts in (2) nur von der Restklasse von a modulo q abhängt, überlegt
man sich leicht: Sind a,ä e Z modulo q kongruent und gilt {P, q) \ a für ein P e Z, so

ist auch (P. q) \ d.

Weiterhin sei angemerkt, dass der Fall eines nicht &-freien ggT (q, a uninteressant ist:
Dann gibt es nämlich eine Primzahl po mit pq [ q und pq [ a und so teilt pq jedes Glied
der arithmetischen Folge r/Z + a. weshalb dann Tk Cr ; q, a) 0 für alle x gilt. Nach (2)
hat man auch (q, a 0. weil po unter den p mit (pk, q)\a vorkommt.

Zwei Anwendungen des Hauptsatzes sollen explizit formuliert werden.

Korollar 1. Bei ganzen Zahlen k,q, a mit k > 2, q > 1 und (q, a) 1 gilt die asymptotische

Formel (1) mit

'"(t) '
i,

wobei 4 die Riemannsche Zetafunktion bedeutet.

Dies ist eines der frühesten Ergebnisse zum hier behandelten Gegenstand und geht auf
Prachar [5] zurück. Es sei jedoch darauf hingewiesen, dass das Zitat dieses Resultats in
dem ansonsten sehr informativen Übersichtsartikel [4] über ^-Freiheit inkorrekt ist.

Korollar 2. Ist k >2, q eine Primzahl und a ganz, so gilt 1 mit

qk~l — ö(q, a)
(I)/ (q ,a) —— (4)

(<T - 1 k (k

wobei S(q, a gleich 1 oderO ist je nachdem, ob a durch q teilbar ist oder nicht.

Ist insbesondere k > 2 und q 2, so erhält man aus Korollar 2 das Spilkersche Resultat
in der Form G>*(2,2) : ®*(2, I) (2k~l - 1) : 2k~x.
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2 Beweis des Hauptsatzes und beider Korollare
Zwei nützliche Vorbemerkungen

i) Jedes n e N := {1, 2,...} kann eindeutig in der Form

n £ mk (5)

mit me N und P-freiem £ e N geschrieben werden. Offenbar ist n genau dann

P-frei, wenn das gemäß (5) zugehörige m gleich 1 ist.

Bei n — 1 ist ersichtlich t 1, m 1 zu nehmen. Ist n > 1, so sei nu p?die
kanonische Faktorzerlegung von n mit paarweise verschiedenen Primzahlen p\ p,
und allen Exponenten a\,... ,ar eN. Klar ist damit £ — J~[/=i pf' sowic m ri/=i p]'
mit allen ßi, y, e Nq := N U {0}, ßi + ky, «, und ff < k für i 1, r.

ii) Hat man für n e N die Darstellung (5) und ist d e N, so gilt die Äquivalenz

die die Gleichung

dk \ n d | m,

^b(d) - P(d) (6)
dk\n d\m

nach sich zieht; p bedeutet hier die Möbiussche Funktion.

Während nämlich die Implikation <^= klar ist, ergibt sich die Umkehrung wie folgt: Hat n

die kanonische Faktorzerlegung wie in i). so zieht dk \ n zunächst d [l/=i pf nacd s'ch
mit S; > 0 und Pf)",; < a-, für / 1,,r. Wie in i) gesehen, ist a,- ß, +ky-, < k{\ + yi),
also Si < }'i und damit d \ pj' m.

Beweis des Satzes. Nach Definition von Tk, der Charakterisierung von k-Freiheit in i)
sowie nach (6) ist

Tk(x\ q, a) Z (Z^)'
n<x ,1

n=a(q) yß |n

Weil hier dk \ n und n < x gelten, ist d < xl^k und durch Vertauschung der beiden
Summationen erhält man

Tk(x-,q,a)= ^ p(d) ^ 1 (7)

d<xVk n<x
n=a{q), dk |/i

und wegen dk \ n O n dkt mit eindeutig bestimmtem t e N gilt

Z 1= Z L w
" -- x 1' x/dk

n=atq), dk\n jk, a(q)

Bei (dk, q)\a hat die Kongruenz dkt a (mod q) keine Lösung t und die Summe rechts
in (8) verschwindet. Daher hat man nur die d weiter zu betrachten, für die (dk ,q)\a gilt.
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Für jedes solche d hat die Kongruenz dkt a (mod q) in jeder Folge von q/(dk,q)
aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen genau eine Lösung. Definiert man dann für jedes ç e

K+ die Zahl ,v(g) := \ç{dk, q)/q] e N0, so ist qs(ç)/(dk,q) < ç < q(s{ç) + 1 )/(dk,q)
und in diesem ^-Intervall hat die Kongruenz dkt a (mod q) genau eine Lösung. Man
vergleicht jetzt den Ausdruck

(dk,q)
ç mit > 1,

q
i <f

dkt=a{q)

eine Summe, wie sie rechts in (8) auftritt: Die erste Zahl liegt im halboffenen Intervall
|.v(£), ,v(g) + 1[, die zweite ist entweder gleich oder gleich 5(f) + 1. Also ist für alle

Ç6K+
v—' ('tk' q)y 1 —, • /'M (9)

q'<£
dkt=a(q)

mit einer Restfunktion />, die |p(£)| —
' genügt.

Kombiniert man nun (7), (8) und (9), so entsteht

7k(x\q,a)= X did) X l Z /'W)((fV/) ^+/'©)
d<xl'k t<x/dk d<xl'k
(dk,q)\a dkt=a(q) (dk ,q)\a

q dk q ' dk
d<xl'k <1=1

(dk,q)\a P(d*,q)\a

wo beide O-Konstanten von k, q und a unabhängig gewählt werden können.

Definiert man die zahlentheoretische Funktion h durch h (d) gleich 1 bzw. 0 genau dann,

wenn (dk. q) die Zahl a teilt bzw. nicht teilt, so folgt aus der vorangehenden Formelkette,
mit demselben Restglied wie dort zuletzt,

x
°° (dk a)

Tk(x: q,a) - V h(d)fi(d) ' +0(x{/k). (10)
q ^ dk

Hier bleibt die Reihe rechts weiter auszuwerten. Da die zahlentheoretisehen Funktionen
d h* did), d {dk, q) und d i-> h(d) multiplikativ sind, ist auch

f : d h{d)did)^—~

multiplikativ, weshalb die absolut konvergente Reihe in (10) der Produktformel

(dk n\ _°°
_Y^h{d)did)K—^=n (•=no+np)) (in

d= 1 /' 1 1 /'
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genügt (vgl. [1, Satz 1.4.3]), das Letztere wegen /i(p') 0 für i > 1. Beide Produkte
sind hier über alle Primzahlen zu erstrecken. Weil f(p) 0 bei (//. q) \ a bzw. f(p) —

— {pk,q)/pk bei (pk,q) | a gilt, folgt aus 10) und 11)

.k

11
p P

p(pk,'i)\"

mit demselben Restglied wie in (10). I 1

Beweis von Korollar 1. Unter der Voraussetzung {q, a) — I ist leicht einzusehen, dass für
jede Primzahl p die beiden Aussagen (pk, r/) | a und p \ q äquivalent sind. Die Formel
(2) schreibt sich somit als

'! p\</
p\q

woraus (3) folgt.

Beweis von Korollar 2. Bei q \ a ergibt sich (4) aus (3), während man bei q \ a durch
erneuten Rückgriff auf (2) die Formel

qOk(q,a)=(l-^)Y\{l-~)
qk -q

(qk~ l)C(k)
pp<i

bekommt, aus der auch in diesem Fall die Behauptung folgt.
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