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Aufgaben

Neue Aufgaben
Losungen sind bis zum 10. November 2017 erbeten und konnen auf postalischem Weg an
Dr. Stefan Grieder, Grebelackerstrasse 4, CH-8057 Ziirich

gesandt werden; fiir die Aufgabe 1359A ist kein Termin gesetzt. Losungen, die in einem
giangigen Format abgefasst sind, konnen als Attachment auch iiber die E-Mail-Adresse
stefan.grieder@hispeed.ch eingereicht werden.

Aufgabe 1362: Eine natiirliche Zahl heisst k-frei (k > 2), wenn sie von keiner k-ten Potenz
einer Primzahl geteilt wird. Man beweise, dass das Verhiltnis von geraden zu ungeraden
k-freien Zahlen asymptotisch 2K=1 — 1 zu 281 ist.

Jirgen Spilker, Stegen, D

Aufgabe 1363: Bildet man bei einer nicht konstanten, geometrischen Folge der Linge
n > 3 mit positiven Gliedern deren arithmetisches Mittel, das geometrische Mittel und
das harmonische Mittel, so erhilt man wieder eine geometrische Folge (mit drei Glie-
dern). Wie ldsst sich deren Quotient aus demjenigen der gegebenen geometrischen Folge
berechnen? Koénnen die beiden erwiihnten Quotienten auch gleich sein?

Roland Wyss, Flumenthal, CH

Aufgabe 1364 (Die einfache dritte Aufgabe): Ein Kinderspielzeug aus Holz, eine stili-
sierte Schildkrote zum Ziehen oder Schieben, hat vier kugelformige Riader mit Durchmes-
ser 2r = 3 cm, Achsenabstand ¢ = 3.4 cm, Achsenlinge von Kugelmittelpunkt bis Ku-
gelmittelpunkt d = 3.8 cm. Darauf liegt eine fiinfte Kugel mit Durchmesser 2R = 4.5 cm.
Wenn nun ein Knabe die Schildkréte iiber den Tisch schiebt, dreht sich die obere Kugel
riickwirts. Die grossere Schwester steht daneben und fragt sich: ,,Wenn nun mein Bruder
die Krote 28.27433 cm geschoben hat, wie viele Umdrehungen machte dabei die obere
Kugel 7

Gerhard Wanner, Genéve, CH
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Losungen zu den Aufgaben in Heft 2, 2016

Aufgabe 1350. Fiir p > 3 sei
flx) =xP=2(2 - xP).

Man zeige, dass 0 < f(x) < 1 gilt, wann immer 0 < x < cos(p’il) ist.

Raymond Mortini, Metz, F

Auswertung der eingesandten Losungen. Von folgenden 8 Lesern sind Beitrige ein-
getroffen: Hans Brandstetter (Wien, A), Peter Bundschuh (Koln, D), Walter Burgherr
(Rothenburg, CH), Henri Carnal (Bern, CH), Frieder Grupp (Schweinfurt, D), Walther
Janous (Innsbruck, A), Kee-Wai Lau (Hong Kong, CHN) und Albert Stadler (Herrli-
berg, CH).

Wiihrend schnell klar ist, dass die Funktion f(x) eine Maximalstelle besitzt fiir ein xg < 1
mit Funktionswert f(xp) > 1 und bis dorthin monoton wachsend ist, bleibt die Schwie-
rigkeit zu zeigen, dass cos(-%=7) links des ersten Arguments mit Funktionswert 1 ist. Am

ausgekliigeltsten handhabt (iies Henri Carnal, dessen Ausfiihrungen wir folgen.

1/p
Man berechnet f'(x) = 2x”3((p —2) — (p — L)x?). Istu = (g—:—%) der stationire
Punkt, so ist f'(x) < O fiir x > u und wegen u < 1 folgt f(u) > f(1) = 1. Fir
0 < x < wuist f'(x) > 0und wegen f(0) = 0 gibt es ein einziges 0 < v < u mit
f(v) =1und aus 2 — v? < 2 folgt v?~? > % und daraus v > % (wegen p —2 > 1).
Zu zeigen ist ¢ = cos(ﬁ) < v. Dies ist leicht fiir p < 4 (weil ¢ < cos(z/3) = % <)
und auch fir4 < p < 5 (weilc < cos(z/4) = JI2und p—2>2 = P2 <? <
% < pP~?),
Vonnunansei p > 5. Aus f(v) = 1 folgt 1—v% = 1—02 f(v) = 1—20P40%P = (1—vP)?
und weiter +/1 — 2 = 1 — »”. Man setzt

v =cos(t), s=sin(t) =+v1—02

und hat 1 — s = v? = cos(®)? = (1 — s?)P/?2 = (1 — 5)?/?(1 + s)P/2. Daraus folgt
(1 —s5)'=P/2 = (1 4 5)?/? und durch Logarithmieren

_log(l—s)= p -t 2
log(l+s) p-—=2 p—2

Aus(14+5)(1—s+y)—(1+y)=s(y—15) <0fiir0 <y < s folgt 1—;+v = }%‘;und
daraus ]

(1)

s dy /S dy
—log(l —s) = ——— & (] —— = (1 4+s)log(l++s
-9 | =2+ [ 1L =+ o)logll+9)

oder e e
og(l—=s

——>14s. 2

log(l +5) — + @

Aus (1) und (2) folgt einerseits s < p—iz— und andererseits ¢t < 7 /4, weil s = sin(z)
und s < % < % < sin(z /4). Weil t/ sin(t) monoton wichst, gilt fiir 1 < 7 /4, dass
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t < /4
sin) S V22 2f

und daraus

T 1 T
t<-— s
242 fp 2 T p—1

denn wegen p > 5ist v/2(p —2) > p — 1. Somit ist v = cos(r) > Cos( —27) und die
Behauptung ist gezeigt.

Bemerkung: Peter Bundschuh verschirft die Aussage auf 0 < f(x) < 1,wenn 0 < x <

n—3 1/p T
S, 2 (17) und x, > cos( —E)s

Aufgabe 1351. Fiir die natiirlichen Zahlen n und & sei

k n :
wn-Fer()(1s2)

Man werte die Summe S(n, k) geschlossen aus.
Michael Vowe, Therwil, CH

Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind 11 Losungen eingegangen: Ulrich
Abel (Friedberg, D), Jany C. Binz (Bolligen, CH), Peter Bundschuh (Ké6ln, D), Henri
Carnal (Bern, CH), Frieder Grupp (Schweinfurt, D), Walther Janous (Innsbruck, A), Hans
Ulrich Keller (Hinwil, CH), Albert Stadler (Herrliberg, CH), Hansruedi Widmer (Baden,
CH) und Lienhard Wimmer (Isny, D).

Wiihrend eine rein technische Herleitung relativ aufwindig ist, vereinfacht sich das Pro-
blem, wenn man diese Summe als kombinatorische Aufgabe deuten kann. Auf diese Weise
haben Henri Carnal, Jany C. Binz und Hansruedi Widmer die Aufgabe gelost. Wir folgen
den Ausfiihrungen der letztgenannten Person.

Die k - n Karten eines Spieles seien auf £ Stapel mit je n Karten verteilt. Auf wie viele
Arten kann man k + 2 Karten so auswéhlen, dass aus jedem Stapel mindestens eine dabei
ist? Wir zihlen diese (k + 2)-Teilmengen auf zwei Arten.

Einerseits gibt es (k’i’z) viele Teilmengen mit k + 2 Karten. Es sei A; (1 < [ < k) die
Menge der (k 4+ 2)-Teilmengen, die keine Karte aus dem Stapel / enthalten. Mit der Ein-
und Ausschaltformel ergibt sich

Ao A= " VoA u.---UAL
1 k—k+2 1 k

(k+2) Z|A1I+Z|Auﬂf\lzl— > 1AL N AL N A+

L <l li<h<l3

=()- (’;) o)+ OG- G-
_Z( 1)1( )( k+2n)
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Andererseits erhilt man eine (k + 2)-Teilmenge der verlangten Art, wenn man entweder
aus k — 2 Stapeln je eine und aus zwei Stapeln je zwei Karten auswihlt oder aus k — 1
Stapeln je eine und aus einem Stapel drei Karten auswiihlt:

2
(L) () e

Somit ist

k
_ i(k\ (kn —in . i B K B B
S(n, k) = iéo(—l) (1)( k42 ) = 24k(n Dn*(Bk(n — 1) +n =15).

Aufgabe 1352 (Die einfache dritte Aufgabe). Warum endet fiir jede Primzahl p > 5 die
Potenz p>°° mit der Ziffernfolge 0001? Wie kann man diese Aussage verallgemeinern?

Burchard Kaup, Villars-sur-Glane, CH

Auswertung der eingesandten Losungen. Von folgenden 17 Lesern sind Losungen ein-
gegangen: Moritz Adelmeyer (Ziirich, CH), Yagub Aliyev (Khyrdalan, AZ), Hans Brand-
stetter (Wien, A), Peter Bundschuh (K&ln, D), Walter Burgherr (Rothenburg, CH),
Henri Carnal (Bern, CH), Frieder Grupp (Schweinfurt, D), Walther Janous (Innsbruck, A),
Hans Ulrich Keller (Hinwil, CH), Heinz Klement (Asperg, D), Joachim Klose (Bonn, D),
Victor Pambuccian (Phoenix, USA), Francgois Sigrist (Neuchatel, CH), Jiirgen Spilker
(Stegen, D), Albert Stadler (Herrliberg, CH), Lienhard Wimmer (Isny, D) und Roland
Wyss (Flumenthal, CH).

Allen Lesern ist klar, dass fiir die Zahl p nur gefordert werden muss, dass sie weder durch
2 noch durch 5 teilbar ist. Wir folgen den Ausfiihrungen von Jiirgen Spilker, der wie die
meisten Leser auf hohere Potenzen von 10 verallgemeinert.

Sei p eine ungerade Zahl, die nicht durch 5 teilbar ist. Fiir £ > 1 gilt die Zerlegung

P 1= =D+ DE*+ 1) (" +1).

Alle k + 1 Faktoren des Produkts rechts sind gerade und einer der ersten beiden ist durch
4 teilbar, deshalb ist p> — 1 =0 mod 2%+2 und daraus

p* =1 mod 2¢+2. (1)
Wegen ¢ (5412) = 5%+2 — 5k+1 = 22 . 5k+1 fo]gt aus dem kleinen Fermat-Satz
p¥ ¥ =1 mod 5442, )
Aus (1) und (2) ergibt sich fiir k > 2
1% =1 mod 10¢+2,

Das heisst, dass die Dezimalzahl ps'lok mit der Ziffernfolge 00 ...0 1 endet.
— e’
k+1
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