Zeitschrift: Elemente der Mathematik
Herausgeber: Schweizerische Mathematische Gesellschaft

Band: 70 (2015)
Heft: 1
Rubrik: Aufgaben

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 04.08.2025

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

Elem. Math. 70 (2015) 39 —43 (© Swiss Mathematical Society, 2015
0013-6018/15/010039-5
DOI 10.4171/EM/271 | Elemente der Mathematik

Aufgaben

Neue Aufgaben
Losungen sind bis zum 10. August 2015 erbeten und konnen auf postalischem Weg an
Dr. Stefan Grieder, Im eisernen Zeit 55, CH-8057 Ziirich

gesandt werden. Losungen, die in einem gingigen Format abgefasst sind, konnen als
Attachment auch iiber die E-Mail-Adresse stefan.grieder@hispeed.ch einge-
reicht werden.

Aufgabe 1335: Man zeige die Identititen
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Gleb Glebov, Burnaby, CAN

Aufgabe 1336: Ein zylindrisches Blechfass sei nicht leer und wird mit einer Fliissigkeit so
gefiillt, dass es nicht ganz voll ist. Welche Forderungen muss man an das Verhiltnis A : R
seiner Hohe H und seines Radius R stellen, damit es mit derselben Fliissigkeitsmenge
moglich wird, bei liegendem oder stehendem Fass einen gleichen Fliissigkeitsstand h (0 <
h <2Rbzw.0 < h < H) messen zu kénnen?

Roland Wyss, Flumenthal, CH

Aufgabe 1337 (Die einfache dritte Aufgabe): Eine Zahlenfolge sei durch die Anfangs-
glieder ap und a; und fiir n > 2 durch die Rekursion a, = pa,_| + ga,—> definiert.
Welcher Rekursion geniigen die Zahlenfolgend,, = a,,,2 und ¢, = apa,—1?

Jany C. Binz, Bolligen, CH
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Aufgaben

Loésungen zu den Aufgaben in Heft 1, 2014

Aufgabe 1323.

a)

b)

Vier zufillige Punkte Py, Pi, Qo, Q) liegen unabhiingig voneinander gleichverteilt
auf der Sphiire S2. Mit Wahrscheinlichkeit 1 besitzen Py und P; einen wohlbestimm-
ten kiirzesten Verbindungsbogen y  S2 und ebenso Qg, Q| einen kiirzesten Verbin-
dungsbogen y’. Man berechne die Wahrscheinlichkeit, dass sich die beiden Bogen
schneiden.

Man behandle dasselbe Problem fiir zwei Punktepaare auf einem euklidischen Torus
T := R%/Z?. Die kiirzesten Verbindungen sind dann Strecken.

Christian Blatter, Greifensee, CH

Auswertung der eingesandten Losungen. Es ist nur eine Zuschrift eingegangen: Joachim
Klose (Bonn, D).

Wir geben die Losung des Autors Christian Blatter wieder.

a)

b)

Mit Wahrscheinlichkeit 1 liegen Py, P; auf einem bestimmten Grosskreis g und Q,
Q) auf einem anderen Grosskreis /1. Die beiden Kreise g und / halbieren sich ge-
genseitig in ihren Schnittpunkten. Damit sich die kiirzesten Verbindungen y und y’
schneiden, miissen Py, P in verschiedenen Hilften von ¢ und ebenso Qp, Q) in
verschiedenen Hilften von /i liegen. Schliesslich miissen die verbindenden Bégen
y und y’ iiber denselben Schnittpunkt von g und & laufen. Aus Symmetriegriinden
betragen die Wahrscheinlichkeiten fiir die drei genannten Ereignisse je 1. und da
sie offensichtlich voneinander unabhiingig sind, hat die gesuchte Wahrscheinlichkeit
den Wert %

Ist 0 = (0, 0) ein Repriisentant von Py, so ist der nichstgelegene Reprisentant z von
P gleichverteilt im Quadrat Q = [—% %]z’ und die Strecke [0, z] reprisentiert die
kiirzeste Verbindung von Py und Py auf T'. Istanalog 0 = (0, 0) ein Repriisentant von
Qo, so ist der niichstgelegenen Reprisentant w von Q| gleichverteilt in €2, und die
Strecke [0, w] reprisentiert die kiirzeste Verbindung von Q¢ und Q auf 7. In Wirk-
lichkeit fallen Py und Qg nicht zusammen, sondern sind gleichverteilt gegeneinander
verschoben. Die Wahrscheinlichkeit, dass die verschobene Strecke [e, w+c¢],c e T,
die verschobene Strecke [0, z] trifft, ist gleich dem Flicheninhalt A des von [0, z]

und [0, w] aufgespannten Parallelogramms.

Wir betrachten nun ein festes z im ersten ,.Oktanten” A von £ und schreiben z in der
Form

|
z=(x,mx), 0<x <5, 0<m<1l (1)
und berechnen den Erwartungswert £(A | z) von A. Mitw = (u, v) ergibt sich
1/2 172 N
E(A|z7)=2 / /.( Ydvd Lo
) = ] — M’ =Xl - — 1.

| xv —mxu)dvdu = x 1t 15

71/2”1!1

Aus Symmetriegriinden geniigt es, die weitere Rechnung mit den z € A gemiiss
(1) durchzufiihren und das Resultat mit 8 zu multiplizieren. Damit ergibt sich die



Aufgaben 41

gesuchte Wahrscheinlichkeit p zu

) 172l 1 m? 5
8| E(A|z)d(z) =28 x{ -+ — Jxdmdx = —.
JA Jo Jo 4 12 4

Aufgabe 1324. In einem Dreieck sei S der Schwerpunktund P der zum Inkreismittelpunkt
isotom konjugierte Punkt. Man verldngere PS mit SQ =2 - PS. Man zeige:

n

a) Die Parallelen zu den Seiten des Dreiecks durch P schneiden aus diesen Seiten
gleichlange Strecken / p. Man ermittle / p in Abhiéingigkeit der Seitenlidngen des Drei-
ecks.

b) Die Seiten der Dreiecks schneiden aus den Parallelen zu den Seiten durch Q gleich-
lange Streckenlp =2 -1p.

Gheorghe Bercea, Miinchen, D

Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind 11 Beitriige von folgenden Lesern ein-
gegangen: Hans Brandstetter (Wien, A), Walter Burgherr (Rothenburg, CH), Henri Car-
nal (Bern, CH), Johannes M. Ebersold (St. Gallen, CH), Frieder Grupp (Schweinfurt, D),
Walther Janous (Innsbruck, A), Walter Nohl (Steffisburg, CH), Peter Niiesch (Lausanne,
CH), Fritz Siegerist (Kiisnacht, CH), Johannes Vigfusson (Brugg, CH) und Lienhard Wim-
mer (Isny, D).

Die meisten Leser arbeiten in einem klassischen Koordinatensystem. Am besten lisst sich
die Aufgabe aber mit baryzentrischen Koordinaten 16sen, wie aus der Losung von Walter
Burgherr, dessen Losung wir hier folgen, ersichtlich ist.

Die Punkte (/ = Inkreismittelpunkt) werden zuniichst durch baryzentrische Koordinaten
(u : v : w) beziiglich A, B, C beschrieben:

S(h:1:1), I(a:b:c), P(l :l:l), Q(—%+%+}:l—%+}:%+,—£—l).

a b ¢ a €

a) Die baryzentrischen Koordinaten von P werden durch up +vp 4+ wp = 1 normiert.
Die Parallele zu BC durch P wird durch
i}

a (% 7+ ,l) + %)
beschrieben. Fiir den Schnittpunkt X mit der Seite AB giltoxy = 1 —uyx, wy = 0.
Die Parallele zu C A, sowie der Schnittpunkt ¥ mit AB sind analog

B |
b(%—%%-l—},)

Der Abstand der beiden Schnittpunkte betriigt (siche Figur)

u =

) , uy=1—vy, wy=0.

l | 1
L, 1) i1, 1 L T T
U(;'{‘B‘Jr;) b((—.[+,—)+z) E+B+?

Dieses Resultat ist invariant gegeniiber dem Vertauschen von Seiten, deshalb werden
auf allen Dreiecksseiten Strecken der gleichen Linge [ p ausgeschnitten.

lp=@Wx —vy)ce=|1—
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b) Auch die baryzentrischen Koordinaten von Q werden normiert. Die Parallele zu BC
durch Q ist festgelegt durch

a b c

U =

Die Linge der darauf ausgeschnittenen Strecke ist proportional zu a

ro

lp=(0—u)a= T T =2lp.

1 1
g T Ey

Aufgabe 1325 (Die einfache dritte Aufgabe). Es sei A eine 3 x 3 schiefsymmetrische
Matrix mit reellen Eintriigen. Man bestimme den numerischen Wertevorrat

W(A) = {x*Ax | x € C3 und x*x = 1},

wobei x* die konjugierte Transponierte des Vektors x bezeichnet.
Dietrich Trenkler, Dortmund, D und Go6tz Trenkler, Dortmund, D

Auswertung der eingesandten Losungen. Folgende 6 Leser haben Losungen eingesandt:
Christian Blatter (Greifensee, CH), Hans Brandstetter (Wien, A), Frieder Grupp (Schwein-
furt, D), Walther Janous (Innsbruck, A), Joachim Klose (Bonn, D) und Roland Wyss (Flu-
menthal, CH).
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Die Losungsstrategien fallen in zwei Kategorien. Entweder wird auf das Vektor- und Spat-
produkt zuriickgegriffen oder es werden die Eigenwerte der Matrix A benutzt. Wir folgen
Christian Blatter, der mit der ersten Methode arbeitet.

Mit dem Spaltenvektor a = (a32, aj3,a2)’ € R} wird Ax = a x x, wobei x das
Vektorproduktim R? bezeichnet. Es sei nun z = x +iy mitx, y € R? und |x|>+|y|> = 1.
Dann hat man

Az = (XT — in)A(x +iy)=(x—iy)-(a x (x +iy)) =2ila,y, x].
Hier lisst sich das Spatprodukt rechter Hand wie folgt abschiitzen:

1 |al
lla, y, <1l < lal [y1 x| < Jal 3 (15 + 1y17) = =
und zwar gilt Gleichheit genau dann, wenn a, x, y paarweise orthogonal sowie x und y
gleich lang sind.

Damit wird

W(A) = {ir | —|a] =1 < al}, wobei |a| = — Al

V2
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