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Harmonische Partitionen mit Nebenbedingungen

Giinter Kohler und Jiirgen Spilker

Beide Verfasser sind pensionierte Professoren fiir Mathematik in Wiirzburg bezie-
hungsweise in Freiburg, und beide verbindet die Freude an Problemen und Ideen aus
der elementaren Zahlentheorie und Analysis.

1 Einleitung

In dieser Arbeit wollen wir unsere in [2] begonnenen Untersuchungen iiber harmonische
Partitionen etwas weiter fiilhren. Wie dort erklidren wir:

Definition. Eine natiirliche Zahl n besitzt eine harmonische Partition, falls es natiirliche
Zahlent,ay,ay, ..., a, gibt mit
| 1 1
ay+ayt-ta=n  —+——FF—=1 (1)
ay ar a;
Wir nennen dann (1) eine harmonische Partition von n und notieren diese als Tupel
(ay,az, ...,a;). Wir diirfen und werden meistens annehmen, dass 1 < a; <ay < --- <
a, ist.

Eine Zerlegung n = a) + a2 + --- + a; einer natiirlichen Zahl n in positive gan-
ze Summanden heisst Partition. Ublicherweise betrachtet man dabei Partitionen ohne
Beriicksichtigung der Reihenfolge der Summanden. Partitionen spielen in der Kom-
binatorik und in der Zahlentheorie eine bedeutende Rolle. Die Anzahl p(n) solcher
Partitionen wichst schnell: Auf Hardy und Ramanujan geht die asymptotische Formel

pn) ~ %— ‘:/23"/“ zuriick. Oftmals ist man jedoch nur an Partitionen mit zusétzlichen
n

Eigenschaften interessiert. So betrachten die Autoren der vorliegenden Arbeit harmo-
nische Partitionen, welche sich dadurch auszeichnen, dass die reziproken Summanden
sich zu Eins aufaddieren: % + % e s % = 1. Es ist bekannt, dass jedes n > 24 eine
harmonische Partition besitzt. Die Autoren zeigen nun, dass man an die Summanden
a, sogar noch weitere Bedingungen stellen kann: Man kann verlangen, dass sie grof§
oder paarweise verschieden sind oder nur kleine Primteiler haben. Die Beweise sind
elementar.
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Aus [2] tibernehmen wir das folgende Resultat:

Basissatz 1. Jede natiirliche Zahl n > 24 besitzt eine harmonische Partition.

Zusatz. Die natiirlichen Zahlen n < 24 mit harmonischen Partitionen sind 1, 4, 9, 10,
11, 16, 17, 18, 20, 22. Die grdfste natiirliche Zahl ohne harmonische Partition ist 23.

Programm. Fiir gentigend grofie natiirliche Zahlen suchen wir harmonische Partitionen,
deren Summanden eine oder mehrere zusiitzliche Bedingungen erfiillen, zum Beispiel:

(A) nur ,.kleine” Primteiler haben;
(B) paarweise verschieden sind;
(C) ,.groB¥* sind.

Wir werden Aussagen finden, die fiir alle natiirlichen Zahlen mit jeweils endlich vielen
Ausnahmen gelten. Wie schon der Basissatz zeigt, bestehen fiir kleine Zahlen stets Aus-
nahmen von den allgemeinen GesetzmiBigkeiten. Wir wissen nicht, wie stark die Anzahl
der harmonischen Partitionen von n mit n ansteigt; vermutlich ist aber das Wachstum stark
genug, um ,verniinftige” Zusatzbedingungen fiir geniigend grofle n erfiillbar zu machen.

Bemerkung. Die meisten unserer Beweise sind Induktionsschliisse, worin der Induktions-
anfang darin besteht, fiir jede einzelne Zahl in einem mehr oder weniger langen Anfangs-
abschnitt eine Partition mit den gewiinschten Eigenschaften nachzuweisen. Diese spezi-
ellen Partitionen stehen in drei Tabellen, die in der vorliegenden Version unserer Arbeit
nicht abgedruckt sind. Interessenten erhalten die Tabellen auf (e-mail-)Anfrage von den
Autoren, oder sie konnen die Tabellen im Internet unter

http://www.math.ethz.ch/elemente/Koehler Spilker 2014 .pdf

finden.

2 Kleine Primteiler

Fiir endlich viele paarweise verschiedene Primzahlen py, p2, ..., p, setzen wir
ey €2 2y
P(/)I,I)g,...,lyr):{121'172'...[):. ei,ez,....e,-eN()}. (2)

Das ist die Menge der natiirlichen Zahlen, die keine anderen als die gegebenen endlich
vielen Primteiler besitzen.

Satz 2. Jede natiirliche Zahl n > 26 besitzt eine harmonische Partition (ay, a>, ..., a;)
mit
a. € P(2,3) fiiralle ©=1,...,t. (3)

Zusatz. Die natiirlichen Zahlen n < 26, die harmonische Partitionen mit der Eigenschaft
(3) besitzen, sind
1,4, 9, 10, 11, 16, 17, 18, 20, 22, 24.

Die Zahl 25 ist die einzige, die eine harmonische Partition besitzt, aber keine mit der
Eigenschaft (3).
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Beweis. Fiir natiirliche Zahlen k betrachten wir die abgeschlossenen Intervalle
I =[41.26, 4" . 2¢],

und wir schlieBen ihnlich wie in [2] induktiv iiber k. In Tabelle 1 geben wir fiir jede
natiirliche Zahl n mit 26 < n < 104 eine harmonische Partition mit der Eigenschaft (3) an.
Somit gilt die Behauptung fiir kK = 1. (Zu den Tabellen verweisen wir auf die Bemerkung
am Ende von Abschnitt 1.)

Fiir ein k > | sei die Aussage richtig, und es sei ein n € Iy gegeben. Zunichst sei
n = 2m gerade. Dann besteht eine Zerlegung m = m| + m> mit Zahlen m;,m> €
I;.. Diese besitzen nach Induktionsvoraussetzung harmonische Partitionen (ay, az, . . ., a;)
und (by, ba, ..., by) mit der Eigenschaft (3). Es folgt n = ZT(ZHT) + >, (2bs) und
>, 3(',1 +>., ﬁ = |. Damit ist eine harmonische Partition von n gefunden, die eben-
falls die Eigenschaft (3) hat.

Im niichsten Schritt nehmen wir n = 1 mod 4 an. Dann ist n = 9 + 2m mit einer geraden
Zahl m, die in I U I; 4+ liegt. Somit besitzt m eine harmonische Partition (ay, az, . .., a;)
mit der Eigenschaft (3); dies gilt nach Induktionsvoraussetzung im Falle m € [; und auf
Grund des zuerst diskutierten Falles, wennm € Ii| ist. Es folgtn = 34+6+2_(2a,) und
_% + % +>, 2('—lr = 1. Damit ist eine harmonische Partition von n gefunden, die ebenfalls
die Eigenschaft (3) hat.

Schlieflich sein = 3mod 4. Dannist n = 27+2m mit einer Zahl m, die wiederum gerade
istund in /Iy U ;4 liegt, also wie zuvor eine harmonische Partition (ay, az, ..., a;) mitder
Eigenschaft (3) besitzt. Jetzt ergibtn = 3+12+124+3, 2a;) und 3+ 5+ 15+, 50~ =
1 eine harmonische Partition von n mit der Eigenschaft (3). Damit ist der Induktionsschluss
vollstindig, und der Satz ist bewiesen.

Die Behauptung im Zusatz ergibt sich aus Tabelle 1 und der Beobachtung, dass (5,5, 5,
5, 5) die einzige harmonische Partition von 25 ist. O

Bemerkung. Dieser Beweis zusammen mit Tabelle 1 beweist auch den Basissatz 1.

3 Verschiedene Summanden

Harmonische Partitionen mit der Eigenschaft (B), also mit lauter verschiedenen Summan-
den, wurden schon in [1], [2] behandelt. Wie in [2] nennen wir solche Partitionen srark
harmonisch. In [2] wurde das folgende Ergebnis bewiesen:

Satz 3. Jede natiirliche Zahl n > 78 besitzt eine harmonische Partition (ay, as, ..., a;)
mit der Eigenschaft
|l <ay <a <--- <a. (4)

Zusatz. Die natiirlichen Zahlen n < 78, die stark harmonische Partitionen besitzen, sind
1, 11,24, 30, 31, 32, 37, 38, 43, 45, 50, 52 bis 55, 57, 59 bis 62, 64 bis 67,69, 71,73 bis

76. Die grofite natiirliche Zahl ohne stark harmonische Partition ist 77.

Wir fragen, ob man die beiden Restriktionen (3) und (4) an die Summanden gleichzeitig
erfiillen kann. Das ist tatsichlich der Fall, wenn man vier anstelle von zwei Primteilern
(wie in Satz 2) zulisst. Als Verschirfung von Satz 3 zeigen wir in Proposition 4 zuniichst,
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dass man fiir n > 78 mit Primteilern < 11 auskommt, und anschlieend in Satz 5, dass man
fiir n > 92 auch auf den Primteiler 11 und fiir n > 113 sogar auch auf 7 verzichten kann.

Proposition 4. Jedes natiirliche n > 78 besitzt eine stark harmonische Partition (ay, as,
..., a;) mit der Eigenschaft

a, € P(2,3,5,7,11) fiiralle t=1,...,1. (5)

Zusatz. Die natiirlichen Zahlen n < 78, die stark harmonische Partitionen mit der Eigen-
schaft (5) besitzen, sind dieselben wie im Zusatz zu Satz 3. Fiir alle diese Zahlen kommt
man mit Summanden a, € P(2,3,5,7) aus.

Beweis von Proposition 4. Fiir natiirliche Zahlen k betrachten wir die abgeschlossenen
Intervalle

I =[2%".78, 2% . 78],

und wir schlieBen wieder induktiv iiber k. Fiir die Zahlenn € 1,Ul, = [78, 312] entnimmt
man die Behauptung der Tabelle 2. Fiir ein K > 2 nehmen wir an, dass die Behauptung fiir
allen € Iy U --- U I zutrifft. Es sei ein n € Iy gegeben.

Zunichst sei n gerade. Wegen n > 312 ist dann n = 2m + 2 mit einer natiirlichen Zahl
m € I U---U I. Diese besitzt nach Induktionsannahme eine harmonische Partition
(ay,az,...,a;) mitden Eigenschaften (4) und (5). Darin ist a, # 1 fiir alle 7. Folglich ist
n=2+ Zr (2a.) eine harmonische Partition von n mit den Eigenschaften (4) und (5).

Nun sei n = 1 mod 4. Wir schreiben n = 4m + 13 mit einer natiirlichen Zahl m. Nach
Tabelle 2 diirfen wir n > 325 annehmen, so dass m > 78 und somitm € [; U --- U [} ist.
Wie zuvor hat m somit eine harmonische Partition (ay, a2, ..., @;) mit den Eigenschaften
(4), (5) und a, # 1 fiir alle z. Folglichistn =3 +4 4+ 6 + Z,(4a,) eine harmonische
Partition von n mit den Eigenschaften (4) und (5).

SchlieBlich sei n = 3 mod 4. Wir schreiben n = 4m + 55 mit einer natiirlichen Zahl m.
Nach Tabelle 2 diirfen wir n > 367 annehmen, so dass m > 78 und somitm € I} U---U I
ist. Aus einer harmonischen Partition (ay, a2, . . ., a;) von m mit den Eigenschaften (4) und
(5) erhalten wir wie zuvor eine harmonische Partitionn = 44+54+6+ 10430+ > _(4a;)
von n mit den gleichen Eigenschaften. Damit ist die Proposition bewiesen. Die Aussagen
im Zusatz entnimmt man der Tabelle 2. O

Satz 5. Jede ganze Zahl n > 92 besitzt eine stark harmonische Partition (ay, a>, . . ., a;)

mit Summanden
a, € P(2,3,5,7) fiiralle t=1,...,1. (6)

Die Zahl 91 ist die einzige, die eine stark harmonische Partition mit der Eigenschaft (5),
aber keine mit der Eigenschaft (6) besitzt. Jede natiirliche Zahl n > 113 besitzt eine stark
harmonische Partition mit Summanden

ar. € P(2,3.,5) fiiralle t=1,...,t. (7)

Beweis. Fiir jede von 91 verschiedene natiirliche Zahl im Intervall [78, 312] zeigt die
Tabelle 2 je eine stark harmonische Partition mit der Eigenschaft (6). Die Zahl m =
91 ist wirklich eine Ausnahme, denn wie in [2] mitgeteilt wurde, besitzt diese nur ei-
ne einzige (die in Tabelle 2 gezeigte) stark harmonische Partition. Die Tabelle 2 zeigt
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fiir die Zahlen im Intervall [78, 367] mit wenigen Ausnahmen stark harmonische Parti-
tionen, deren Summanden alle zu P(2, 3,5) gehoren. Die Ausnahmen sind die Zahlen
m = 80,84,92,96, 112. Der Induktionsbeweis von Proposition 4 liefert daher die Be-
hauptungen, sofern man nur fiir diese Ausnahmewerte zu den Zahlen n = 2m + 2, 4m +
13, 4m + 55 je eine stark harmonische Partition mit der Eigenschaft (7) angeben kann. Die
Zahlen 2m 4+ 2 und die beiden kleinsten Werte n = 333 und n = 349 fiir 4m + 13 sind in
Tabelle 2 erfasst. Die acht tibrigen sind

n = 377,397,461, 375,391, 419, 439, 503.
Hierfiir zeigen wir Beispiele in Tabelle 3. g

Problem. Kann man auch auf den Primteiler 5 verzichten, wenn man ein lingeres An-
fangsstiick als Ausnahmen weglidsst? Hierzu miisste man einen neuen Beweis fiir Proposi-
tion 4 finden, denn der dritte Schritt in unserem Induktionsbeweis versagt fiir dieses Ziel.

Wir wissen, dass die Zahlen 55, 61, 69, 80, 84, 91, 96 keine stark harmonischen Partitionen
mit Summanden in P (2, 3, 5) besitzen. Fiir die Zahl 112 kénnen wir dies ebenfalls zeigen.
Im Beweis wird verwendet, dass in einer harmonischen Partition (ay, ..., a,) einer Zahl
n > 1 fiir jede Primzahl p die hochste Potenz von p, die ein a, teilt, auch Teiler von a,
fiir wenigstens ein ¢ # v ist. Denn anderenfalls wiire diese Potenz von p ein Teiler des
Nenners von »__1/a,, und die Partition wiire nicht harmonisch. Der Beweis ist lang und
ermiidend mit zahlreichen Fallunterscheidungen.

4 GrofB3e Summanden

Die Bedingung (C) tiber groe Summanden in harmonischen Partitionen ist in folgendem
Sinne erfillbar:

Satz 6. Zu jeder Schranke A € N gibt es ein ng € N, so dass jede natiirliche Zahl n > ny
eine harmonische Partition (ay, aa, ..., a;) mit a; > A fiir alle t besitzt.

Beweis. Zu gegebenem A € N wiihlen wir ng = (A2 4+ 2A + 24)A. Es seiein n > ny
gegeben. Hierzu definieren wir die ganzen Zahlen @ und m durch

0<a<A, n=amod A,

mA=n—a—(a+1)A%* = (a — 1A.
Es folgt
mA>ng—A—(A+1)A2— (A= 1A =nyg— A3 —2A% = 244,

also m > 24. Nach dem Basissatz 1 besitzt m also eine harmonische Partition (ap, az,
..., a;). Wir zerlegen

n=mA+a+ (a+ DA>+ (- 1A
=mA+A(A—a—-1)+(A+Da+ A(A+ 1)a
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in die Summe > (Aa,) sowie A — a — | Summanden A, @ Summanden A + 1 und a
Summanden A(A + 1). Die Reziprokensumme der Summanden ist

1 1 1 1
A—a—1)= =
Zr:AaT+( “ )A+a(A+1+A(A+1))

Damit ist eine harmonische Partition von n mit lauter Summanden > A gefunden. ]

Ein stirkeres Resultat von Graham (Theorem 2 in [1]) besagt, dass man (B) und (C) zu-
gleich erfiillen kann: Zu gegebenem A besitzen alle geniigend grofen natiirlichen Zahlen
stark harmonische Partitionen mit Summanden > A. Sein Beweis ist sehr kompliziert.

5 Offene Fragen

Gibt es einen ,einfachen™ Beweis fiir den Satz von Graham iiber (B) und (C)?
Gibt es Resultate iiber (5) und (C) oder iiber (6) und (C)?
Kann man (5), (B) und (C) simultan erfiillen?

Hat jede geniigend groBe natiirliche Zahl eine stark harmonische Partition, deren Sum-
manden nur die Primteiler 2 und 3 haben?

il e

s

5. In [2], Seite 73 haben wir gezeigt, dass es unendlich viele natiirliche Zahlen n gibt,

die eine stark harmonische Partition mit lauter ungeraden Teilen besitzen. Die dort
auftretenden Summanden haben nur die Primteiler 3, 5 und 7. Gilt dies sogar fiir al-
le geniigend groBen ungeraden n?
Es ist klar, dass man dies nur fiir ungerade n erwarten kann. Es sei ndmlich n =
> 1 <r<, ar eine harmonische Partition mit lauter ungeraden a,. Das Produkt A aller
a und alle Zahlen b, = % sind dann ungerade. Wegen >, _,_, b, = A ist somit 1
ungerade, und folglich ist auch n ungerade.

6. Besitzt jedes geniigend groBe n eine harmonischen Partition, deren Summanden in fe-
sten Restklassen nach einem gegebenen Modul liegen? Die vorangegangene Bemer-
kung zeigt, dass man den Modul und die Restklassen nicht vollig beliebig vorgeben
kann oder dass man Kongruenzbedingungen an n stellen muss.
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