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Aufgaben

Neue Aufgaben
Losungen sind bis zum 10. Mai 2015 erbeten und konnen auf postalischem Weg an
Dr. Stefan Grieder, Im eisermen Zeit 55, CH-8057 Ziirich

gesandt werden. Losungen, die in einem géingigen Format abgefasst sind, kdénnen als
Attachment auch iiber die E-Mail-Adresse stefan.grieder@hispeed.ch einge-
reicht werden.

Aufgabe 1332: Man berechne

74 In(1 + tan(x))
(tan(Zx) + cot(2x))n

dx firn=0,1,2,....

Marcel Chirita, Bukarest, RO

Aufgabe 1333: Man zeige, dass alle Nullstellen der Polynome

AGEN | RO || (CR)
k=1 k=1

firn = 2,3,4, ... rein imagindr sind, also die Form z = iy mit y € R und i?=-1
haben.

Roland Wyss, Flumenthal, CH

Aufgabe 1334 (Die einfache dritte Aufgabe): Man konstruiere zu einem gegebenen Drei-
eck ABC ein moglichst kleines, gleichseitiges Dreieck so, dass auf jeder Seite von ABC
eine Ecke des gleichseitigen Dreiecks liegt.

Christoph Soland, Belmont sur Lausanne, CH
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Losungen zu den Aufgaben in Heft 4, 2013

Aufgabe 1320. Man setzt voraus, dass die Gleichung z? + pz + g = 0 mit reellen Koeffi-
zienten p, g verschiedene reelle Losungen x, y besitzt. Diese konnen bei gegebenem p, ¢
aus dem nicht-linearen Gleichungssystem

x+y+p=0
xy—g=0

mit Hilfe des bekannten Newtonschen Verfahrens zur Nullstellenbestimmung fiir zwei Un-
bekannte iteriert werden.

Welche Iterationsgleichungen erhilt man so, und bei welcher Lage der verschieden ge-
wihlten (reellen) Startwerte xp, yg beziiglich der exakten I.osungen x, y bricht das Ver-
fahren ab?

Roland Wyss, Flumenthal, CH

Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind Beitrdge von folgenden 11 Lesern ein-
gegangen: Christian Blatter (Greifensee, CH), Hans Brandstetter (Wien, A), Peter Bund-
schuh (Koln, D), Friedhelm Gotze (Jena, D), Frieder Grupp (Schweinfurt, D), Walther
Janous (Innsbruck, A), Fritz Siegerist (Kiisnacht, CH), Michael Vowe (Therwil, CH),
Gerhard Wanner (Genéve, CH), Hansruedi Widmer (Baden, CH) und Lienhard Wimmer
(Isny, D).

Der interessante Teil der Aufgabe ist, festzustellen, dass die Iteration im ersten oder zwei-
ten Schritt abbricht oder sonst gar nicht mehr abbricht. Wir folgen der L.osung von Gerhard
Wanner.
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Die Newton’sche Methode fiir ein Gleichungssystem f(x) = 0 (in Vektornotation) mit
einem gegebenen Startwert ¢ erhilt man durch Abschneiden der Taylorreihe nach dem
linearen Term

0=f@)+ f'@-(x - a).

Fiir unser Problem ergibt dies (wir haben fiir p das andere Vorzeichen gewihlt)

()= (520+6 DG .

Die Methode bricht sofort ab, wenn ¢ = b ist, d.h. wenn die Matrix dieser linearen Glei-
chung singulér ist. Ansonsten liefert die erste Komponente 0 = x + vy — p, das heisst alle
Iterierten liegen auf der Geraden x + y = p und bleiben dort. Dies ist typisch fiir die
Newton’sche Methode bei einer linearen Gleichung.

Die zweite Komponente in Gleichung (1) liefert nach Vereinfachung
—ab—g+bx+ay=0. (2)

Diese Gerade bestimmt die Lage der ersten Iterierten entweder oberhalb oder unterhalb
des Scheidepunktes x = y = p/2. Um diesen Punkt auszuschliessen, setzen wir in (2) fiir
xund y den Wert p/2 ein und erhalten

p P P r’

ab—5lat+bi+q= (a 2) (b 2) LA
Diese Hyperbel zerschneidet, zusammen mit der Geraden ¢ = b, die Ebenen in sechs
Gebiete, welche abwechselnd das Finzugsgebiet der oberen oder unteren Geradenhilfte
von x + y = p darstellen (siehe Figur). Ab der ersten Iteration ist das Problem essentiell
eindimensional und es gibt keine weiteren Uberraschungen mehr, das heisst die Iterier-
ten bleiben in der jeweiligen Hilfte und konvergieren entweder zum oberen oder unteren
Losungspunkt.

Aufgabe 1321. Gegeben seien die Seiten eines konvexen Sehnen-n-Ecks (n = 5). Man
berechne den Flacheninhalt desselben. Man fithre die Rechnung explizit numerisch durch
in den folgenden beiden Fillen:

a) Sehnen-5-Eck mit den Seiten 18,11, 6,4, 3.
b) Sehnen-7-Eck mit den Seiten 9, 8, 7,6, 5,4, 3.

Johannes M. Ebersold, St. Gallen, CH

Auswertung der eingesandten Lsungen. Von folgenden 15 Lesern sind Zusendungen
eingegangen: Christian Blatter (Greifensee, CH), Hans Brandstetter (Wien, A), André Ca-
lame (Saint-Aubin-Sauges, CH), Charles Delorme (Paris, F), Friedhelm Gotze (Jena, D),
Frieder Grupp (Schweinfurt, D), Walther Janous (Innsbruck, A), Otto M. Keiser (Ziirich,
CH), Joachim Klose (Bonn, D), Fritz Siegerist (Kisnacht, CH), Walter Vetsch (St. Gallen,
CH), Michael Vowe (Therwil, CH), Gerhard Wanner (Geneve, CH), Lienhard Wimmer
(Isny, D) und Roland Wyss (Flumenthal, CH).
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Esistallen Losern klar, dass zuerst der Umkreisradius bestimmt werden muss. Es gibt dann
noch eine Fallunterscheidung ob der Umkreismittelpunkt innerhalb oder ausserhalb des
Sehnen-n-Ecks ist. Der numerische Anteil der Aufgabe wurde unterschiedlich ausfiihrlich
dargestellt. Wir folgen der Losung von Christian Blatter.

Mit expliziter numerischer L.osung hat der Aufgabensteller offenbar einen Algorithmus
im Sinn, der deinen Datenvektor s = (s, 52, ..., 5,) mit absteigenden s; > 0 als Input
akzeptiert und einen Niherungswert fiir den zugehorigen Flicheninhalt A(s) ausgibt. Bei
dem folgenden Vorschlag gehen wir davon aus, dass die elementaren Grundfunktionen fiir
den Rechenprozess zur Verfiigung stehen.

Wir betrachten den Kreisradius r als (einzige) Unbekannte und verwenden das New-
ton’sche Verfahren. Es bezeichne

a;(r) = arcsin (%) €(0, %) (1=i=<mn)
den halben Zentriwinkel zur Sehnenldnge s; bei gegebenem Kreisradius ». Da wir nicht
von vornherein wissen, ob das Kreiszentrum innerhalb des Sehnenpolygons liegt, kdnnen
wir nicht 37 | a;(r) = = als Schliessungsbedingung verwenden. Stattdessen tberlegen
wir folgendermassen: Die s; (2 < i < n) bilden einen dem Kreis vom Radius r einbe-
schriebenen Streckenzug. Dessen Endpunkte haben den Abstand 2r sin(a(r)); dabei be-
zeichnet

a(ry = > a:(r)
i=2

den halben von den s; (2 < i < n) insgesamt eingenommenen Zentriwinkel. Die Schlies-
sungsbedingung lautet dann folgendermassen:

f(r) =2rsin(a(r)) —s1 = 0.

Numerische Experimente mit verschiedenen Datenvektoren s denten darauf hin, dass f
monoton wachsend und nach oben konvex ist. Wir wihlen daher den bestimmt zu kleinen
Wert rg = % >% | s; als Startwert und folgen der Iterationsvorschrift

frn) _ 51 — 2y sin(a(ry ) > 0).

Fntl =¥ — F'(ra) =T+ 2sin(a(ry)) + 27, cos(a(ra))a’ (ry) "=

Ist r der akzeptierte Endwert, so berechnet sich der Flicheninhalt des zu s gehorigen Seh-
nenpolygons wie folgt:

3
A(s) = Z %,/41‘2 - s? + sgn (a(r) - %) A;‘—1‘/47'2 - s12.
=2

Ist namlich a(r) < 5, so muss die zu 51 gehorige Dreiecksfliche zum Abzug gebracht

werden. In Teilaufgabe a) ergibt sich dann A(s) = 80.54593358, fiir das s in b) erhilt man
A(s) = 127.424947754.
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Aufgabe 1322 (Die einfache dritte Aufgabe). Fiir feste ganzzahlige m > 0 betrachte man

die Diagonalsummen
n—jm
Anm = Z ( 5 )
AN
im Pascaldreieck. Welcher Rekursion gentigt die Folge a, , (n = 0,1,2,...)?
Jany C. Binz, Bolligen, CH

Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind Losungen von folgenden 9 Lesern
eingegangen:

Hans Brandstetter (Wien, A), Peter Bundschuh (K6ln, D), André Calame (Saint-Aubin-
Sauges, CH), Hans Egli (Ziirich, CH), Frieder Grupp (Schweinfurt, D), Walther Janous
(Innsbruck, A), Fritz Siegerist (Kiisnacht, CH), Michael Vowe (Therwil, CH) und Roland
Wyss (Flumenthal, CH).

Die gesuchte Rekursion ldsst sich direkt aus der bekannten Rekursionsgleichung der Bino-
mialkoeffizienten herleiten, wenn man die Rekursion ,.erraten” hat. Wir folgen der L.osung
von Peter Bundschuh.

Behauptung: Fiir jedes m > 0 geniigt die obige Folge der Rekursion
Gntlm = Gnm + Gn—m,m (n=mm+1,.. )

mit den Anfangsbedingungenay, , =+ = ap, = 1.

Beweis: Fiir jedesn € {0, ...,m}und j > Ogiltn — jm < 0 < jund daher (”_jf’") =0.
Somit hat man @n,m = 1 fiirn = 0, ..., m und damit die Anfangsbedingungen. Weiterhin
istbein > m

an+1—im n—jim
an«l»l,m_an,m:z( . 4 )_( .] )

=1 J J

ZZ((n+1—jm)—(n+1—J'm—J'))(n—jm)~~(n+2—jm—j)

; J!
izl
o =gm) (42— jm+ 1)
_jZZ; G-
(n—m—km)---(n—m+1—k(m+1)) n—m—km
=2, ! :2( k )
k=0 k>0

und diese Summe ist @, . was die behauptete Rekursion liefert.
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