Zeitschrift: Elemente der Mathematik
Herausgeber: Schweizerische Mathematische Gesellschaft
Band: 66 (2011)

Rubrik: Aufgaben

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 12.01.2026

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

Elem. Math. 66 (2011) 38 —42 © Swiss Mathematical Society, 2011
0013-6018/11/010038-5
DOI 10.4171/EM/168 | Elemente der Mathematik

Aufgaben

Neue Aufgaben

Losungen sind bis zum 10. August 2011 erbeten und konnen auf postalischem Weg an
Dr. Stefan Grieder, Im eisernen Zeit 55, CH-8057 Ziirich

gesandt werden. Losungen, die in einem géangigen Format abgefasst sind, konnen als
Attachment auch iiber die E-Mail-Adresse stefan.grieder@hispeed.ch einge-
reicht werden.

Aufgabe 1287: In einem Tangentenviereck errichtet man die Mittelsenkrechten der vier
Seiten. Man beweise vorzugsweise geometrisch, dass das von den Mittelsenkrechten ge-
bildete Viereck wieder ein Tangentenviereck ist.

Peter Gallin, Bauma, CH und Daniel Stoffer, Ziirich, CH

Aufgabe 1288:
a) Auf wieviele Arten lisst sich ein 3 x 2m-Rechteck R,, mit 1 x 2-Dominosteinen
parkettieren?

b) Man beantworte die analoge Frage fiir 3 x (2m —1)-Rechtecke R, denen ein Eckfeld
fehlt.

Jany C. Binz, Bolligen, CH

Aufgabe 1289 (Die einfache dritte Aufgabe): Gegeben ist das Anfangswertproblem v’ =
y2 4+ x2,  y(0) = 1. Man beweise fiir b = /473 = 1.10. .., dass fiir die Losung y(x)
gilt:

1
—x YW =TT

, 0<x < —.
b

Frieder Grupp, Schweinfurt, D
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Losungen zu den Aufgaben in Heft 1, 2010

Aufgabe 1275. Es sei ABC ein spitzwinkliges Dreieck, und P sei ein Punkt der Seite
a = BC. Von P aus werden die Lote auf die Seiten » = CA und ¢ = AB errichtet, und
Py resp. P seien die Lotfusspunkte.

1. Wo auf der Seite a ist P = A zu wihlen, damit das Viereck APCAP;, maximale
Fliche erhilt?

2. Es seien B und C auf den Seiten b und ¢ analog definiert. Beweise, dass die drei
Geraden AA, BB und CC sich im Umkreiszentrum des Dreiecks AB C schneiden.,

Mowaftaq Hajja, Irbid, JO und Panagiotis Krasopoulos, Athen, GR

Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind 25 Losungen eingegangen: Gheorghe
Bercea (Miinchen, D), Hans Brandstetter (Wien, A), Walter Burgherr (Rothenburg, CH),
Henri Carnal (Bern, CH), Johannes M. Ebersold (St. Gallen, CH), Hans Egli (Ziirich, CH),
Alex Frei (Au, CH), Friedhelm Gotze (Jena, D), Frieder Grupp (Schweinfurt, D), Ergidio
Gulfi (Rovio, CH), Walther Janous (Innsbruck, A), Stephan Kocher (Sangernboden, CH),
Dieter Koller (Ziirich, CH), Friedrich Manhart (Wien, A), Ignace Morand (Préverenges,
CH), Peter Niiesch (Lausanne, CH), Victor Pambuccian (Phoenix, USA), Fritz Siegerist
(Kiisnacht, CH), Albert Stadler (Herrliberg, CH), Hans Heiner Storrer (Greifensee, CH),
Walter Vetsch (St. Gallen, CH), Michael Vowe (Therwil, CH), Gerhard Wanner (Genéve,
CH), Lienhard Wimmer (Miinchen, D) und Roland Wyss (Flumenthal, CH).

Viele Loser algebraisieren die Aufgabe mehr oder weniger. Wir prisentieren die leicht
bearbeitete 1.osung von Hans Egli, der rein geometrisch argumentiert (Fig. 1 auf Seite 40).

Damit die Fliache des Vierecks minimal wird, muss die Verbindung der Lotfusspunkite
P, Py, parallel zu BC sein. Sei P € BC auf diese Weise charakterisiert und sei P’ ein von
P verschiedener Punkt auf BC und dessen Lotfusspunkte auf AB und AC seien P! und
P;. Weiter seien D und E die Schnittpunkte von P.Pp mit P’ P, respektive mit P’ Py,

Die Parallelogramme P P'DP. und P P’E P, haben die gleiche Fliche. Damit verringert
sich die Vierecksfliche um die Dreiecke A P.D P! und A Py E P}, wenn man vom Viereck
AP, P P, zum Viereck AP/ P’ P} iibergeht. Dies beweist Teil 1 der Aufgabe.

Errichtet man in B und C die Lote zu AB respektive AC, so ist, wegen der Parallelitit
BC || P.Pp, das entstehende Sehnenviereck AB QC affin dquivalent zu A P. P Pp. Des-
halb sind A, P, @ kollinear und wegen der rechten Winkel ist AQ ein Durchmesser des
Umkreises von AABC. Damit ist Teil 2 ebentalls gezeigt.

Aufgabe 1276. Beweise, dass

il (1 . 96 ) .,
ad (14k + 1)(14k + 9)(14k + 11)

Albert Stadler, Herrliberg, CH
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Fig. 1

Auswertung der eingesandten Losungen. 9 L.oser haben Zuschriften eingesandt: Peter
Bundschuh (Kéln, D), Henri Carnal (Bern, CH), Friedhelm Gotze (Jena, D), Frieder
Grupp (Schweinfurt, D), Walther Janous (Innsbruck, A), Joachim Klose (Bonn, D),
Stephan Kocher (Sangernboden, CH), Fritz Siegerist (Kiisnacht, CH) und Michael Vowe
(Therwil, CH).

Die meisten Leser bemerken, dass sich das Produkt durch die Gammafunktion ausdriicken
lasst und verwenden dann ihre Eigenschaften, um die behauptete Identitit zu zeigen. Wir
folgen der Losung von Friedhelm Gotze, der die Behauptung elementar zeigt.

Nach leichter Umformung lautet das unendliche Produkt

’_10—0[ 14k 413 14k +5 14k +3
P\ Taey  Tacro a1

k=0

woflir sich (im Hinblick auf die weitere Beweisfiihrung) auch schreiben 1isst

* (TRk+1)4+6 TRk+1)—2 TQRk+1)—4
P:H(( + 1+ 2k + 1) (2k+ 1) ) 0
k=0

T2k+1)—6 T@k+1)+2 7Q2k+1)+4
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Definieren wir jetzt

Tk+6 Thk—-2 Tk—4

R T T N )

so erkennt man, dass sich in (1) das Produkt Uiber alle ungeradzahligen [ von f(I) er-
streckt. Es liegt deshalb nahe, p = [],—, f(2k + 1) unter Verwendung von [, f %)
und [ 2, f(2k) zu ersetzen durch

Oof_
gf (3)

Dabei ist wegen (2)
7k+3 Tk —1 Tk —2

Tk = —3 Tk+1 Tk+2 @)

Mittels (2) und (4) erhélt man aus (3)

S Tk —3)(Tk —4) (Tk+ 1)(Tk+ 6
le_[(( YTk —4) Tk + 1)( +>). &

INTe = DTk —6)  (Tk+3)(Tk+4)
Das Produkt lasst sich aufspalten, denn, wie man sieht, sind

1 Tk —3)(Tk —4) & 6
El (7Tk — 1)(Tk — 6) [1 (1 + (Tk — 1)(Tk — 6))

und

ﬁ(7k+1)(7k—|—6) 10—"[(1_ 6 )
L Ok+ TR+ L (Tk + 3)(Tk + 4)

konvergent.
So ist dann mit der Umbenennung £ — k + 1 im ersten Teil von (5)

B ﬁ (Tk +4H)(Tk +3) ﬁ (Tk + DTk +6)
_k=0 (Tk+6)(Tk +1) - (Tk +3)(Tk +4) -

Es bleibt ndmlich nur der erste Faktor mit & = 0 des ersten Produkts tibrig.

Bemerkung: Zwei Liser weisen darauf hin, dass fast die gleiche Aufgabe als Problem
11426 des American Mathematical Monihly erschienen ist.

Aufgabe 1277 (Die einfache dritte Aufgabe). Dic vier Seitenflichentrapeze eines gera-
den quadratischen Pyramidenstumpfs weisen einen Neigungswinkel von ¢ (0 < o < )
gegeniiber der Grundfldche auf und werden nach aussen in diese umgeklappt. Der Win-
kel zwischen zwei Schenkeln benachbarter Seitenflichentrapeze betrage dann . Welche
Beziehung besteht zwischen « und 7

Roland Wyss, Flumenthal, CH
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Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind 16 Zuschriften eingegangen: Gheor-
ghe Bercea (Miinchen, D), Jany C. Binz (Bolligen, CH), Hans Brandstetter (Wien, A),
Peter Bundschuh (Koln, D), Walter Burgherr (Rothenburg, CH), Henri Carnal (Bern, CH),
Johannes M. Ebersold (St. Gallen, CH), Hans Egli (Ziirich, CH), Frieder Grupp (Schwein-
furt, D), Walther Janous (Innsbruck, A), Fritz Siegerist (Kiisnacht, CH), Albert Stadler
(Herrliberg, CH), Walter Vetsch (St. Gallen, CH), Michael Vowe (Therwil, CH), Gerhard
Wanner (Geneve, CH) und Lienhard Wimmer (Miinchen, D).

Die Bezichung zwischen den Winkeln ¢ und g wurde in den eingegangenen L.osungen
in verschiedensten aquivalenten Beziehungen ausgedriickt. Die meisten Loser sind dabei
dhnlich vorgegangen wie Michael Vowe, dessen leicht bearbeitete Ausfithrungen wir hier

prasentieren.

Es sei g die Seite der Grundfliche, b die Seite der Deckflicheund b < a4, also 0 <« ¢ < %

Die Hohe eines ausgeklappten Seitentrapezes sei ¢, und der Basiswinkel y.
Dann ist

_(a—=D)/2 B ¢ 1
cos(a) = — und tan(y) = —(a Y oder tan(y) = Cos(@)’

R

fo A

Weiterhin gilt

T 3m
ﬁ:2n—2y——:7—23rctan(

- ) i + 2 arctan{cos(«)).

cos(a) 2

Fiirden Fall b > a, also o > % ergibt sich mit analogen Uberlegungen dieselbe Formel,
Fiir « = % behilt die Formel ihre Giiltigkeit: a = b, B = 5.
Diese Formel kann noch in die Form

()43

gebracht werden.
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