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Ludwig Schlafli — ein genialer Schweizer Mathematiker

Ruth Kellerhals

0 Einleitung

Aus Anlass des 100-jdhrigen Bestehens der Schweizerischen Mathematischen Gesell-
schaft soll an Ludwig Schldfli erinnert werden, der zu den ganz grossen Schweizer
Mathematikern gehort. Es ist mir eine Ehre diese Aufgabe zu iibernehmen. Ich stiitze
mich dabei auf meine Antrittsvorlesung , Der Mathematiker I.udwig Schlifli (15.01.1814—
20.03.1895)° vom 2. Februar 1996 im Rahmen der Habilitation an der Universitidt Bonn,
die anlésslich des 100. Todestages von Schlifli entstanden ist. Der Vortrag ist in den DM V-
Mitteilungen 1996 veroffentlicht worden (cf. [5]) und wird hier mit deren Einverstéindnis
etwas modifiziert und verkiirzt wiedergegeben. Im Folgenden mdchte ich vor allem die
beeindruckende Personlichkeit des Wissenschaftlers L.udwig Schlifli hervorheben und da-
zwischen einen kleinen Einblick in Teile seines Schatfens geben.

Gy G5 Pof
Abb. 1 Stich mit Portrait von Schlafli (Reproduktion

aus der Graphischen Sammlung der Schweize-
rischen Nationalbibliothek in Bern).
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Schléflis gesamter Nachlass wurde von seinem Schiiler und spédteren Nachfolger J. H. Graf
gesammelt und katalogisiert. Nach Grafs Verzeichnis hat das Steiner-Schlifli-Komitée 60
der 65 mathematischen Arbeiten von Schlifli geordnet und in 3 Binden Gesammelte Ma-
thematische Abhandlungen bei Birkhduser Basel von 1950 bis 1956 herausgegeben (vgl.
[81). Leider sind die Abhandlungen seit geraumer Zeit vergriffen.

Von Graf stammt auch ein erster und sehr aufschlussreicher Aufsatz [3] iiber das Lebens-
werk seines Lehrers. Einen zweiten [1] hat J.J. Burckhardt 1948 verfasst. Daneben existie-
ren nur wenige Verdffentlichungen tiber die Person Schlifli. Ich stiitze mich neben der am
Schluss aufgefiihrten Literatur auf die Briefwechsel, die Schlifli mit Borchardt, Cayley
und Steiner gefiihrt hat. Dies sind

Der Briefwechsel zwischen Jakob Steiner und Ludwig Schlifli
Mitteilungen der Naturforschenden Gesellschaft in Bern (1897), 61-264.

Briefwechsel von Ludwig Schidfli mit Arthur Cayley
Herausgeber I.H. Graf, K.J. Wyss, Bern 1905.

Briefwechsel von Ludwig Schidfli mit C.W. Borchardt (1856-1877)
Mitteilungen der Naturforschenden Gesellschaft in Bern (1915), 50-69.

Dem Artikel [7] von Otto Schlaginhaufen, Professor der Anthropologie, kann man ne-
ben vielem makaber Anatomischen entnehmen, dass Schlifli klein gewachsen und nur
knapp 1,60 m gross war. Dagegen besass er einen ungewohnlich, ja pathologisch grossen
Hirnschidel (Kapazitit 1800 cm?, Gewicht 1566 gr), mit ausgeprigter Stirnregion, was
in seinem Reisepass vermerkt worden ist. Zudem fielen grosse Augenhohlen auf. Nach
damaligen Untersuchungen besass er das drittgrdsste je gemessene Hirngewicht, und es
ist der Reihenfolge nach grosser als jenes von Lejeune Dirichlet, Gauss, Steiner und —
abgeschlagen — Kant.

1 Die erste Lebenshalfte

Bevor ich zu den wissenschaftlichen Leistungen Schléflis komme, mochte ich kurz dessen
ersten Lebensabschnitt skizzieren.

Ludwig Schlifli wurde am 15, Januar 1814 in Grasswil (Kanton Bern) geboren, als Sohn
des Kaufmanns Johann Ludwig Schlifli und der Magdalena, geborene Aebi. Er wuchs als
Altester von drei Briidern und einer Schwester in Burgdorf auf.

Seine mathematische Begabung trat schon friith in Erscheinung. So schreibt er im Riick-
blick Folgendes an seinen Freund Hugo Schiff in Florenz:

Schlafli an H. Schiff

An eine Autobiographie werde ich nicht Hand legen, denn mein Leben war zu unbedeu-
tend; alle jungen Mdnner, mit denen ich fort und fort bekannt werde, haben mehr Bewusst-
sein, als ich im selben Alter gehabt habe. Das Wenige, was ich sagen kann, will ich Ihnen
sogleich hin schreiben.

Als ich in die Biirgerschule kam und als unterster (kleinster) auf der hintersten Bank sass,
zeichnete der alte Lehrer auf meine Schiefertafel ein Quadrat und einen Kreis und zwar
sehr gut und hiess mich das nachmachen und die Tafel damit fiillen. Ich hatte daran eine
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unvergessliche Freude. — Die Ausziehung der dritten Wurzel lernte ich von einem Schwager
meiner Mutter, der Weber und Triillmeister, vielleicht auch Feldmesser war. Die Destilla-
tion und die Bereitung des Wasserstoffs aus Wasserdampf und gliihendem Eisen erkliirte
mir ein Oheim, der Arzt war, und schloss mir damit eine neue Welt auf. Ein Schulkamerad,
der von einem deutschen Schuhmacher (der, wie es scheint, Freude an der Erkennitniss der
Natur hatte) ein Buch geliehen hatte, las aus demselben in der Schulstube vor der Ankunft
des Lehrers die Kepler'schen Geseize vor und sprach sich iiber die allgemeine Gravitation
aus. Das wirkte wie ein Blitz in der Finsterniss.

Sein Vater wusste aber lange nicht, was er aus seinem Sohn machen sollte. Zunéchst dachte
er an eine Art Hausierer: Mit einem Korb voll Waren sollte er die umliegenden Dorfer
besuchen, die Preise der Gegenstinde wurden ihm eingeschirft. Doch schon nach einer
Woche kehrte er abgemagert und hungrig zuriick, verkauft hatte er fast nichts, weil er
nicht begreifen konnte, dass man eine Ware teurer verkaufe, als man sie eingekauft habe.
So liess man denn Ludwig studieren!

Als 15-jahriger erhielt er ein Stipendium, absolvierte das Gymnasium in Bern und studierte
anschliessend Theologie an der Universitiat Bern. Daneben vertiefte er sich aber mehr und
mehr in die Mathematik. Bevor er sein Theologiestudium mit dem Staatsexamen 1838
abschloss, trat er, zundchst als Vikar, eine Lehrerstelle fiir Mathematik und Naturkunde
an der Burgerschule (Progymnasium) in Thun an, was ihm mehr behagte. Zum Pfarramt
fithlte er sich nicht berufen. Seinen Eltern erklérte er, ,.er konne nicht alles glauben®.

Er unterrichtete 10 Jahre lang in Thun. In seiner wenigen Freizeit widmete er sich mit
ganzem Eifer dem Studium der hoheren Mathematik: So sass er regelmissig ab 3 Uhr —
morgens! — vor dem Unterricht am Schreibtisch und arbeitete.

Nebenbei, auch verbunden mit seiner Lehrtétigkeit, interessierte er sich fiir Botanik und
wurde zum anerkannten Experten. Davon zeugen zwei Vorlesungen liber geometrische
Botanik, welche er in den Jahren 1853/54 an der Universitidt Bern hielt, sowie wertvolle
Aufzeichnungen iiber die Flora des Kantons Bern (cf. [6]).

Bei dem Autodidakten Schldfli wuchs langsam das Bediirfnis, bei den damaligen Kapa-
zitdten der Mathematik, Steiner, Jacobi und Lejeune Dirichlet, zu lernen und Anregungen
zu bekommen.

Als Jakob Steiner, der Professor in Berlin war, zu Besuch in Bern weilte, vermittelte ein ge-
meinsamer Bekannter ein Zusammentreffen der beiden. Steiner war sehr beeindruckt von
Schléfli, seinen mathematisch profunden Kenntnissen und stichhaltigen Beweisfiihrungen
und seinem scharfen analytischen Verstand. Und er beschloss, sich Schliflis anzunehmen,
dies allerdings auf seine eigene Weise: Steiner bot Schlidfli an, ihn, Jacobi und Dirichlet
nach Rom zu begleiten und den Winter 1843/44 dort zu verbringen. Da géibe es genug
Moglichkeit zum Fachsimpeln. Seinen Kollegen dagegen erklirte er, dass er in Bern einen
landlichen Mathematiker kenne, fiir die Welt ein Esel und genialster Tolpel, der ihm je
vorgekommen sei, der aber Sprachen lerne wie ein Kinderspiel und den man somit als Dol-
metscher mitnehmen knne! Tatsédchlich findet man in Schliflis Nachlass Notizen und Hef-
te mit substantiellen Sprachstudien beispielsweise iliber Arabisch, Englisch, Franzdosisch,
Griechisch, Hebrdisch, Italienisch, Koptisch, Neupersisch, Polnisch, Russisch, Sanskrit
und Rigveda (liber 90 Hefte), Schwedisch und Ttrkisch.
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Dennoch kann die Reise nach Rom als wichtige Station und Wendepunkt im Leben
Schliflis bezeichnet werden. Dort erhielt er thglich morgens Unterricht von Dirichlet in
Zahlentheorie, und er iibersetzte mathematische Arbeiten von Jacobi und Steiner ins Ita-
lienische.

Mit Steiner fiihrte er im Anschluss einen intensiven Briefwechsel, der ihn mit mathemati-
schen Hausaufgaben standig eindeckte.

Schlafli an J. Steiner

Ihr letzier Brief vom 31. Juli 1851 hat mich herzlich gefreut; nur muss ich jetzt zu meiner
Beschiamung gestehen, dass ich an den darin angeregien schweren und schonen Sachen bis
jetzt noch nicht gearbeitet habe, dass ich aber nun bald Fleiss darauf verwenden werde,
darf ich jetzt um so mehr versprechen, weil ich unlingst (November) einen der fiir mich
seltenen gliicklichen Augenblicke im Studium der Mathematik erlebt habe.

Entschuldigen Sie es mit meiner armseligen Lage, demt fast giinzlichen Mangel an gesel-
ligem Verkehr und der daraus hervorgehenden gedriickten Stimmung, dass ich fast den
ganzen Sommer der morphologischen Botanik widmete.

Wenn ich nur wiisste, die reine Mathematik mit objekiiver Wirklichkeit zu verbinden! Es
war frither mein Wunsch, mathematische Physik zu studiren; aber wenn man nicht die
Mittel hat, um eigene Versuche (zu machen), so ist da kaum etwas zu leisten.

Zurlick in Thun verspiirte Schlifli zunehmend das Bedlirfnis, sich ausschliesslich der Ma-
thematik zu widmen. Er bewarb sich um die venia legendi und eine Anstellung an der
Universitit Bern. 1848 wurde er zum Privatdozenten ernannt und erhielt ein bescheide-
nes Dozentenhonorar von nur 400 Franken pro Jahr. Dazu gibt es folgende Anekdote: Die
Steuerbehorde des Kantons Bern mochte nicht glauben, dass jemand von lediglich 400
Franken pro Jahr existieren kinne, veranlagte ihn zum doppelten Gehalt und brummie
ihm erst noch Verzugszins auf. Schlifli wehrte sich nicht. Mit diesem Hungerlohn muss-
te er sich noch bis zu seiner Ernennung zum ausserordentlichen Professor im Jahre 1853
iiber Wasser halten, eine Beforderung, die nur auf massiven Druck von Steiner erfolgte.
Materiell war dies eine schwere Zeit fiir Schlédfli. So schreibt er folgende Zeilen an das
Erziehungsdepartement in Bern:

Schlafli an die Erziehungsdirektion in Bern

Ich bin daher durch meine Habilitation an hiesiger Hochschule, zu welcher ich unier
Eroffnung glinstiger Aussichien von der Behdrde aufgefordert worden, in der That in die
driickendste Lage gerathen.

Eigenes Vermogen habe ich nichi; das kieine Erbe, das mir von meinen Eltern selig zu-
gefallen, habe ich seiner Zeit der Waisenbehorde von Burgdorf zur Unterhaltung meiner
ungliicklichen imbecillen Schwester abgegeben; beschriinkt einzig auf das Honorar von
400 Franken, muss ich im eigentlichen Sinne des Wortes darben, nicht nur an meiner Per-
son, was ich mit Freuden eririige, sondern auch an allen Hiilfsmitteln meiner Wissenschaft.

Seinen Unterhalt musste er sich von 1854 bis 1860 zusitzlich mit Berechnungen fir
die Schweizerische Nationalversicherungskasse verdienen, was einen grossen Teil seiner
Energie in Anspruch nahm.
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2 Zu Schlaflis mathematischen Hauptresultaten

Es ist unmoglich, einen vollstandigen Einblick in Schléflis mathematisches Werk zu ver-
mitteln, Er war sehr vielseitig titig, und dementsprechend sind die Gesammelien Mathe-
matischen Abhandlungen nicht nach Fachrichtung, sondern — bis auf wenige Ausnahmen
— chronologisch angeordnet.

In den Abhandlungen fallen zwei dicke Arbeiten auf, beide stammen aus Schliflis mathe-
matischer Jugendzeit.

I. Zur Eliminationstheorie und algebraischen Geometrie:
Uber die Resultante eines Systems mehrerer algebraischer Gleichungen: Ein Beifrag
zur Theorie der Elimination, 1852 (104 Seiten).

II. Zur Geometrie in #» Dimensionen:
Die Theorie der vielfachen Kontinuitdt, 1850-1852 (239 Seiten).

Im Folgenden werde ich nur auf diese beiden fundamentalen Arbeiten eingehen und ver-
weise fir Schliflis Beitrdge zur Differentialgeometrie, Analysis, Theorie der elliptischen
Funktionen, Modulfunktionen, Zahlentheorie, Mechanik und Himmelsmechanik auf [5]
und [8].

I. Die Arbeit Uiber die Eliminationstheorie ist von der Akademie der Wissenschaften
in Wien verGffentlicht worden. Im zweiten Teil der Arbeit befasst sich Schlifli mit An-
wendungen auf allgemeine algebraische Mannigfaltigkeiten und insbesondere auf Flichen
dritten Grades

FP={x,y.2eR | f(x,y,2) =0},

wobei o
fx,y,2) = Z aix’ vz, ayx e R,
0<itj+k<3
ein Polynom dritten Grades in den reellen Variablen x, y, z ist. Darauf aufbauend und
inspiriert durch den Briefwechsel mit Steiner, der sich intensiv mit Kubiken (etwa der
Romerfliche) beschiftigte und ihm auch von Cayleys Entdeckung der 27 Geraden auf
einer glatten Kubik berichtete, befasste sich Schlifli eingehend mit Kubiken.

In den zwei wichtigen Arbeiten

— An attempt to determine the 27 lines upon a surface of third order, and to divide such
surfaces into species in reference to the reality of the lines upon the surface, 1858,

— On the distribution of surfaces of the third order into species, in reference to the
absence or presence of singular points, and the reality of their lines, 1863,

klassifizierte er die Kubiken in Abhédngigkeit der auftretenden Singularititen und beschrieb
die Konfiguration der 27 Geraden und seine Entdeckung des sogenannten Doppelsechsers,
was ihm spiter den Steiner-Preis eintrug.

Von den 27 Geraden konnen auf 72 Arten 6 paarweise windschiefe Geraden ausgezeich-
net werden. Zu jedem solchen Sextupel (1,...,6) gibt es ein Gegenstiick (17,...,6")
windschiefer Geraden, welche zusammen einen der insgesamt 36 Doppelsechser bil-
den. Die 15 verbleibenden Geraden g sind durch ihr Schnittverhalten mit den Geraden
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1,...,6,1',..., 6 eines Doppelsechsers eindeutig bestimmt, nimlich als g = (ij) =
Gerade durch i, i', j, j/ firi < j.

Dies kann am schonen Beispiel der Clebschen Flache nachvollzogen werden. Die Fliche
von Clebsch kann in homogenen Koordinaten dargestellt werden durch

xg—l—...—i—xi:O mit der Nebenbedingung xp+...4+ x4 =0.

Eine Gipsnachbildung der Clebschen Fliche aus der Rodenberger Serie ist in einem
Schauschrank des Mathematischen Instituts in Géttingen zu bestaunen.

Abb. 2 Die Diagonalfliche von Clebsch. (Das Bild wurde vom Gét-
tinger Mathematischen Institut zur Verfiigung gestellt.)

Im Verlauf dieser Forschungen entdeckte Schléfli offenbar als erster die Nichtorientier-
barkeit der projektiven Ebene, was er 1874 in einem Brief an F. Klein mitteilte.

II. Die Theorie der vielfachen Kontinuitdt tituliert Steiner begeistert die ,,weltumstiirmen-
de, erdewiilzende”. Sie ist in den Jahren 1850 bis 1852 entstanden. P.H. Schoute wiirdigt
die Arbeit mit den Worten:

Diese Abhandlung iibertrifft an wissenschaftlichem Wert einen guten Teil von
allem, was bis heute auf diesem Gebiet der mehrdimensionalen Geometrie er-
Schienen ist.

Schoute bedauert, dass die Arbeit nicht zu Lebzeiten Schlaflis verttfentlicht werden konn-
te, gemass:

So erfuhr denn dieser das tiefe Leid, das dem zufullt, der seiner Zeit voraus ist:
Die Friichte seiner reifsten Studien nicht welthekannt machen zu konnen. Und
hierfiir wird der Erfolg der Einteilung der kubischen Flichen nur eine kleine
Entschidigung gewesen sein, weil diese, so verdienstvoll sie auch sein moge,
nach meiner Meinung lange nicht so von Genie spricht, wie die Theorie der
vielfachen Kontinuitdl.
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Tatsdchlich wurde die ,,Theorie” oder oco”, wie Schlifli sie gelegentlich auch bezeichnete,
abgesehen von wenigen Ausziigen vollstindig erst 1901 verdffentlicht. Die 239 Seiten
dicke Arbeit, die schwierig zu lesen ist und keinerlei [llustrationen enthilt, wurde wegen
ihres Umfangs weder von der Akademie in Wien noch von Crelle’s Journal akzeptiert, was
Schlifli sehr ungliicklich machte.

Die ,, Theorie” ist in drei Teile aufgeteilt und nach Schlédflis Worten so,

wie wenn man etwa in der Geometrie 1. die Gerade und Ebene, 2. den Kreis
und die Kugel, 3. die Kurven und Fldchen zweiten Grades und endlich die in-
finitesimalen Eigenschaften der Kurven und Fldchen iiberhaupt nacheinander
behandeln wiirde.

Im ersten Teil entwickelt Schlifli die Geometrie im euklidischen Raum E* der Dimension
n > 2. Dazu gehoren Untersuchungen iiber orthogonale Transformationen, die Definiti-
on des Abstands zwischen zwei Richtungen und Volumenformeln fiir Parallelotope und
Pyramiden in Abhéngigkeit der (Projektionen der) Kanten.

Zu den Hauptresultaten gehoren zweifellos das n-dimensionale Analogon des Eulerschen
Polyedersatzes und die Klassifikation und Konstruktion der regelméssigen Polytope im E”.

Der n-dimensionale Eulersche Polyedersatz. Es sei P C E" ein konvexes Polytop defi-
niert als elementar-geometrische Summe von endlich vielen Simplizes. Es bezeichne

a; = a;(P) := #{i-dimensionale Seitenvon P}, 0<i<n-—-1,
an = 1.

Dann gilt:
ap—da1+...+(=D'"a, =1.

Fiir n = 3 ist dies der wohlbekannte Satz von Euler-Descartes, das heisst,

ao— a1 +a» =2.

Die Klassifikation der reguliren Polytope in E”, n > 2. Induktiv ist der Begriff cines
reguliiren Polytops wie folgt erklédrbar:

FEin konvexes Polygon P heisst regulir, falls alle Kanten und alle Winkel gleich sind. Ist
die Kantenzahl gleich p, so schreibt Schldfli kurz P = {p}.

Ein n-dimensionales Polytop P heisst reguliir, falls alle Fazetten (Seiten der Dimension
n — 1) reguldr und alle Eckenfiguren regulér sind. Dabei entsteht die Eckenfigur zur Ecke
v € P, indem man gleiche Langen auf allen von v ausgehenden Kanten abtrigt und die
konvexe Hiille der so entstehenden Endpunkte bildet.

Man beachte, dass alle Fazetten und alle Eckenfiguren eines reguldren Polytops gleich
sind. Schlifli fiihrt anschliessend folgende Bezeichnung fiir regulidre Polytope Pree C E”
ein, welche heute unter dem Begriff Schldfli-Symbol gelidufig ist.
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Das Schliifli-Symbol eines reguliiren Polytops P, C E” ist rekursiv definiert durch
Preg =:{p1, ..., Pu—1}), falls

— die Fazetten gegeben sind durch {py, ..., pn—2}, und
— die Eckenfiguren gegeben sind durch {pa, ..., pu—1}.

Abb. 3  Ein Ikosaeder {3, 5} beim Bahnhof SBB Basel, Juni 2010.
(Photographiert von Elisabeth Kellerhals.)

Mit Hilfe der Eulerschen Polyederformel und mit kombinatorischen Relationen zwischen
den Zahlen g; und p; fiir Py C E", wie etwa poao = 2a1 = piap fiir n = 3, erhiilt
Schléfli durch Induktion folgende uns heute wohlbekannte Tabelle:

n | Schlafli-Symbol Bezeichnung
3 {3, 3} regulires Tetraeder
4,3} regulirer Wiirfel
3,4} regulires Oktaeder
{5, 3} regulires Dodekaeder
{3,5) regulires Tkosaeder
4 (3,4, 3} 24-7ell
{3.3,5) 600—Zell
{5, 3,3} 120-Zell
=5 13, wc o5 31 regulire Pyramide
{3,...,3,4}) regulires Kreuzpolytop
{4,3,...,3} regulirer Hyperwiirfel

Weiter findet Schlédfli vier der insgesamt zehn regelmaéssigen Sternpolytope, die schon von
Kepler und Poinsot entdeckt und von Hess schliesslich vollstandig klassifiziert worden
sind (cf. [2]).
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Im zweiten Teil beschiftigt sich Schléfli mit n-dimensionaler sphérischer Geometrie. Er
filhrt zunéchst sphérische Koordinaten ein und betrachtet dann bald das Volumenfunktio-
nal auf der Menge der Simplizes auf der Sphire S”.

Essei S ¢ §* ¢ E"*! ein Simplex berandet von n 4+ 1 Hyperebenen H; NS”, H; ¢ E*+!
mit H; = el.J-, und mit Diederwinkeln «;; = Z(H;, H;). Die Diederwinkel von § treten an
den Seiten F;; = H; N H; N S auf,

Schldfli beweist nun folgenden fundamentalen Satz:
Die Differentialformel von Schlifli.
d vol, (S) ! > volya(Fyj)d lo({Punkt}) := 1
VO = e vol, 5 (Fij) dui; 0 n =i
] A 1 L n—2F'i; ij VOlg
1<}
Insbesondere fiir sphirische Dreiecke A = A(w, B, ) ergibt sich
dvolbh(Ay=da+dB+dy,
woraus man unschwer die bekannte Exzessformel
vob(A)=a+B8+y -7

ableiten kann. In einem Brief an Steiner schreibt Schlifli tiber seine Entdeckung Folgen-
des:

Ich glaube, den erwdhnten allgemeinen Satz nicht zu iiberschitzen, wenn ich
ihn dem Schonsten, was in der Geometrie geleistet worden ist, an die Seite
stelle.

Fiir diesen Satz gibt Schlifli zwei Beweise an, einen differentialgeometrischen und — 15
Jahre spiter — einen funktionentheoretischen. Der zweite Beweis befindet sich in einer Ar-
beit iiber Besselfunktionen, Uber die Entwickelbarkeit des Quotienten zweier bestimmter
Integrale von der Form f dxdy...dz, 1867, im dritten Band der Abhandlungen.

Die Differentialformel vereinfacht sich, wenn man die normierte Schldflische Funktion fiir
sphérische n-Simplizes §
2n+1
= fu(S) = ———— vol,(S
o = () = S Volu(S)

beniitzt, welche
g
fa =1 [fiir orthogonale Simplizes (alle o = 5)

erfuillt. Damit folgt
dfn = fa2(0)dfi(as),

wobei die Summe iiber alle (n — 2)-dimensionalen Seiten von § erstreckt wird, und oy
den Diederwinkel an der Seite o von S bezeichnet.
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Fiir die sphérische Simplexfunktion f,, beweist er im weiteren einige schone Eigenschat-
ten. Sind beispielsweise die Normalenvektoren e¢; zu den berandenden Hyperebenen H;
von S so beschaffen, dass

€0,---+m L emy1,....p, O0<m<n-—1,
o gilt fiir f(O---n) ;= f,(S) die Produktregel
FOL-m)f(Im+11-n) = £O--n).

Mit diesen Eigenschaften und der Differentialformel gelangt Schldfli schliesslich zum
zweiten Hauptsatz:

Die Reduktionsformel von Schlafli. Isi S ein (2n)-dimensionales sphdrisches Simplex,
so gilt

fn($) =Y (=Drax Y | b1V, D fa=1,
k=0 Vv

wobei V alle (sphdrischen) Eckenfiguren der ungeraden Dimensionen < 2n durchlduft,
und wobei die ar gegeben sind durch Tangentenzahlen vermaoge

o0 x2k+1
fan x = Z(—l)k i
k=0

2k + 1!

Die Koeffizienten ax sind ganzzahlig und mit Bernoulli-Zahlen verwandt gemaiss
22k+2 -1

an — 22K+
k K+ 1

Brp1l  (=1,2,16,17 16, ...)

Fiir ein sphérisches Dreieck A = A(a, B, y) folgt aus der Reduktionsformel, dass

HA) = file)y + f1(B)+ fi(y) —2 undsomit vo(A)=a+pB+y —7.

Es ist allerdings ein Ritsel, wie Schlifli auf die explizite Form der Koeffizienten ag ge-
stossen ist. Dahinter stecken viele Berechnungen, die im endgiiltigen und sehr eleganten
Induktionsbeweis unterdriickt werden konnen. In der Tat reicht im Nachhinein dank der
Differentialformel eine gewisse Rekursionsformel fiir die Koeffizienten ar aus, um diese
mit Tangentenzahlen zu identifizieren.

Mit Hilfe der Differential- und der Reduktionsformel ist Schléfli imstande, Volumenrela-

tionen fiir seine Orthoscheme herzuleiten. Orthoscheme sind Simplizes beschrieben durch
n + 1 Einheitsnormalenvektoren e; € E*+! mit der Eigenschaft

e; Le; fir [i—j|l>1.

Fiir die Diederwinkel folgt daraus, dass o;; = % fiir |i — j| = 1. Orthoscheme sind somit
gegeben durch hichstens n nicht-rechte Diederwinkel ¢; := Z(H;_1, H;) flir 1 <i < n.
Sie bilden einen Polyederbaukasten.

In der heutigen modernen Sprache ausgedriickt ist er schliesslich imstande, alle Kovo-
lumina (oder Ordnungen) der endlichen Coxetergruppen mit linearem Coxeter-Schléfli-
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Diagramm
P1 Pn

fo “en O

zu berechnen. Zum Beispiel erhilt er, fiitn > 1,

n+1
fﬂ(%v"'a%):(ﬂsz)!’

T T 1
fn(Z’gv"'ag):m.

Schldfli vermutet, dass dies fiir n > 4 die einzigen Formeln sind, worin sowohl die Argu-
mente kommensurabel mit 7z, als auch die f,-Werte rationale Zahlen sind. Diese Vermu-
tung, die heute die Rational Simplex Conjecture genannt wird, ist immer noch offen und
—wie Schlifli selbst schon angedeutet hat [8, Vol. I, S. 267] — sehr schwierig zu beweisen!

Im dritten und letzten Teil behandelt Schlafli verschiedene Anwendungen seiner Theorie
auf quadratische Kontinua. Er beweist Aussagen iiber die Hauptachsen, Mittelpunkte und
konjugierten Durchmesser solcher Gebilde und verallgemeinert einige bekannte Resultate
von Monge, Chasles und Dupin von drei auf hohere Dimensionen. Neben Sylvester und
Gauss kann er auch als Mitentdecker des Tragheitsgesetzes fiir quadratische Formen ange-
sehen werden, fiir welches er einen Beweis mit Hilfe von Stetigkeitsbetrachtungen angibt.

Darauf mochte ich jetzt aber nicht weiter eingehen. Vielmehr mochte ich zum Schluss
Schliflis zweite Lebenshélfte nacherzihlen.

3 Die zweite Lebenshalfte

Schliflis Lebensumstinde verbessern sich langsam. Nach seiner Berufung zum ausseror-
dentlichen Professor im Jahre 1853 wird er mit 54 Jahren zum Ordinarius beftrdert, und ab
1879 erhilt er endlich ein einigermassen standesgemisses Gehalt. Als Universititslehrer
setzt er sich sehr ein und ist tiberaus beliebt. Er unterrichtet durchschnittlich 10 Stunden
pro Woche, und dies auf sehr lebendige Weise. Sein Schiiler Graf berichtet dazu Folgendes:

Er bewegte sich mit jugendlicher Behendigkeit an der Wandiafel, und da er
von kleiner Statur war, mufite er sich oft des Stuhles bedienen, um mdchtige
Ausdriicke von Formeln auf der Tafel unterzubringen. Er war ein fabelhafter
Kopfrechner, und nach seinem eigenen Gestindnis, arbeiiete er jedes Kolleg
(Vorlesung), wenn er es zum zweiten oder dritten Male hielf, neu um.

Schlifli selbst macht dazu folgende Bemerkungen:

Schlafli an C.W. Borchardt

Was die rein wissenschaftliche Titigkeit betrifft, so steht ihr die aligemeine Ermiidung des
Geistes, daher die Hdufigkeit logischer Irrtiimer und Schwerfulligkeit des Herauswindens
aus wirklichen oder vermeintlichen Widerspriichen entgegen. Ich bin iiber pflichtmdssige
Unterrichistdtigkeit dusserst froh und bemiihe mich, meine mathematische Hartknochig-
keit und Routine auf andere zu tibertragen. Ich trachte immer im Unterricht so frisch und
unmittelbar als moglich zu sein und, wenn es mir gelingt, mich in dieser Tdtigkeit aufzu-
brauchen, so will ich mich fiir gliicklich halten.
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Schléfli hatte 12 Doktoranden, davon wurden 6 Universititsprofessoren — eine fiir zumin-
dest damalige Verhiltnisse erstaunlich grosse Zahl. Steiner dagegen hatte keine eigenen,
direkten Doktoranden. Neben Graf mochte ich Schldflis Doktoranden Arnold Meyer nen-
nen. Seine Dissertation tiber indefinite terndre Formen wurde spiter fiir die Arbeiten von
Martin Eichler sehr bedeutungsvoll.

Schlafli erfahrt nun auch zunehmend und zahlreich Ehrungen aus dem In- und Ausland. Im
Jahre 1863 wird ihm die Ehrendoktorwiirde der philosophischen Fakultdt Bern verlichen.

Abb. 4 Die Schliflistrasse in Bern, Juni 2010

Schlifli wird ernannt zum Korrespondierenden Mitglied des Reale Istituto Lombardo di
Scienze ¢ Lettere, Mailand (1868), der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu
Gottingen (1871) und der Reale Academia dei Lincei, Rom (1883). Ebenso im Jahr 1883
erhilt er von der Berliner Akademie der Wissenschaften den Steiner-Preis von 600 Thalern
fiir seine Arbeiten tber die Kubiken. Und im Jahr 1889 wird er Ehrenmitglied des Komi-
tees bei der 100-jahrigen Gedenkfeier von N.I. Lobatschewskij, einem der Begriinder der
hyperbolischen Geometrie.

Gesundheitlich geht es Schléfli im hoheren Alter immer schlechter. 1891 ldsst er sich des-
halb pensionieren. Er leidet an Atemnot und Wassersucht, und eine alte Beinbruchverlet-
zung, die er gedankenverloren beim Zusammenstoss mit einem Betrunkenen erlitten hat,
fesselt ihn ans Bett. Bis zuletzt ist er geistig hellwach. Er stirbt am 20. Mirz 1895.

Ich mochte diesen kurzen Beitrag schliessen mit folgendem Auszug aus Grafs Gedenkrede
[4] bei der Denkmalseinweihung an Schliflis Grab am 18, Mirz 1896.

Auszug aus Grafs Rede

Und was war er als Mensch! So unscheinbar und bescheiden im Auftreten, eine wahre Ge-
lehrtennatur, nur gliicklich in der Stille des Studierzimmers. Wer sein Schiiler sein durfie,
weiss, welche Aufopferung und Hingebung, gepaart mit Herzensgiite, in diesem Manne
wohnten. Sein gerader und offener Charakter verabscheute jede Ungerechtigkeit, am Va-
terlande hing er treu, ihm wollte er dienen, darum allein schiug er die ehrenvolle Berufung
in fremde Lande aus. Uber sein Leben lisst sich das Motto setzen, das in der Gratulati-
onsschrift zu seinem 70. Geburtstage in Sanskrit geschrieben steht: Die Wissenschaft ist
des Mannes schonste Schonheit, ein tief geborgener Schaiz. Man darf wohl sagen, seit des
unvergleichlichen Leonhard Euler’s Tode hat kein Schweizer wie er das mathematische
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Abb. 5 Dem genialen Mathematiker Luawig Schidfli, Inschrift auf dem Grabstein in Heimis-
wil, Juni 2010. (Photographiert von Norbert Hungerbtihler im Park des I.andgasthofs
zum Lowen in Heimiswil (Kanton Bern).)

Wissen beherrscht und unter den zeitgendossischen Mathematikern kann man ihm nur We-
nige, was die Mannigfaltigkeit der durchforschten Gebiete anbetrifft, an die Seite stellen.
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