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Aufgaben

Neue Aufgaben

Losungen sind bis zum 10. November 2009 erbeten und konnen auf postalischem Weg
(bevorzugt) an

Dr. Hansruedi Widmer, Boldistrasse 52, Rieden, CH-5415 Nussbaumen

gesandt werden. Losungen, die in einem gingigen Format abgefasst sind, konnen als
Attachment auch tiber die E-Mail-Adresse h.widmer@alumni .ethz.ch eingereicht
werden.

Momentan herrscht ein gewisser Mangel an neuen Aufgaben. Aufgabenvorschlige konnen
ebenfalls iiber die obige Adresse eingesandt werden.

Aufgabe 1266: Fin Fussboden ist mit gleichseitigen Dreiecken der Seitenlidnge 1 belegt.
Auf einem Dreieck steht eine Spielfigur. Ein Spielzug verlduft folgendermassen: Befindet
sich die Figur auf einem Dreieck A, so wird mit Hilfe eines Wiirfels oder eines Gliicksrads
eines der drei Nachbardreiecke von A zufillig ausgewdhlt und die Figur dorthin gesetzt.
Lisst sich die Menge der bis anhin besuchten Dreiecke (inklusive das Ausgangsdreieck)
nicht mehr mit einem Einheitskreis iiberdecken, so ist das Spiel aus. Dies ist nach einer
zufilligen Anzahl N von Ziigen der Fall. Man berechne den Erwartungswert von N.

Christian Blatter, Greifensee, CH

Aufgabe 1267: Eine Maus startet im Punkt A = (1, 0) und bewegt sich mit der konstanten
Geschwindigkeit v auf der Geraden m : x = 1. Zeitgleich startet eine Katze mit der
Geschwindigkeit £ - v (k > 1) im Ursprung O = (0, 0) horizontal; sie hilt dauernd Kurs
auf die Maus. In welchem Punkt schnappt die Katze die Maus? Wie verlduft das Rennen
fiirk =17

Frangois Sigrist, Neuchétel, CH

Aufgabe 1268 (Die einfache dritte Aufgabe): Ein Velofahrer iiberquert einen Pass (Berg-
fahrt, dann Scheiteltunnel, dann Talfahrt) von A nach B in 185 Minuten. Fiir die Gegen-
richtung von B nach A bendttigt er 225 Minuten. Aufwiirts fihrt er mit einer mittleren
Geschwindigkeit von 16 km/h, abwirts mit 48 km/h, und den horizontalen Scheiteltunnel
passiert er in beiden Richtungen mit v km/h.
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Fiir welchen Wert von v lisst sich die Gesamtstrecke von A nach B berechnen, und wie
gross ist sie dann? Welche Aussage ldsst sich in diesem Fall iiber die Linge der drei Teil-
strecken machen?

Hans Egli, Ziirich, CH

Losungen zu den Aufgaben in Heft 2, 2008

Aufgabe 1254. Es sei f : [0, o0) — R eine differenzierbare Funktion mit f(0) = 0, und
es gelle
f(x) +sin(x) < 1+sin (f(x)) fiir x > 0.
Beweise, dass f(x) < x fiirx > 0.
Mihély Bencze, Bragsov, RO

Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind § Losungen eingetroffen: Hans Brand-
stetter (Wien, A), Peter Bundschuh (Koln, D), Frieder Grupp (Schweinfurt, D), Joachim
Klose (Bonn, D), Kee-Wai Lau (Hongkong, CHN), Fritz Siegerist (Kiisnacht, CH), Franz
Spirig (Rorschacherberg, CH) und Albert Stadler (Herrliberg, CH).

Die meisten Loser verwenden in ihrem Losungsweg Eigenschaften der Sinusfunktion, wel-
che iiber die stetige Differenzierbarkeit hinausgehen. Franz Spirig beweist die folgende
massive Verallgemeinerung: Es sei f : [0, 00) — R eine differenzierbare Funktion mit
F(0) =0, und g sei eine auf R stetig differenzierbare Funktion, und es gelte

O +g) <1+g(fx))  fiir x> 0.

Dann gilt f(x) < x firx > 0.
Die Funktion 1(x) = x — f(x) ist differenzierbar, und es gilt

=X

,—/\—\
M) =1—f'(x)>gx)—g(f(x) =g(fx)+hx)) — g(f(x)
1 d 1
:fo o U@ +i-hx)] df:’l(ﬂ‘fo S Fx) +1-h(x)) dr.

Weil ¢/, f und & stetig sind, ist die Funktion a(x) = fol g (f(x)+1 - h(x))dr ebenfalls
stetig, sie besitzt also eine Stammfunktion A(x).

Es gilt folglich
W) >hx) - Ax) < GE) e A9y >0
= A(x) e A > ). e A =0 fir x >0
= hx)>0 fir x>0
= x> f(x) fiir x >0.

Aufgabe 1255. In die 2n Felder eines 2 x n-Rechtecks fiille man natiirliche Zahlen 1, 2, 3,
4 5o ein, dass die Summe der Zahlen in jedem Teilquadrat 6 oder 7 betréigt. Man bestimme
die Anzahl ¢, der moglichen Einfiillungen rekursiv und als Funktion von n.

Jany C. Binz, Bolligen, CH
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Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind 11 Zuschriften eingetroffen: Hans
Brandstetter (Wien, A), André Calame (Sauges, CH), Hans Egli (Ziirich, CH), Frieder
Grupp (Schweinfurt, D), Walther Janous (Innsbruck, A), Harald Merk (Biberach, D), Beat
Schweingruber (Ziirich, CH), Fritz Siegerist (Kisnacht, CH), Albert Stadler (Herrliberg,
CH), Hans Heiner Storrer (Greifensee, CH) und Roland Wyss (Flumenthal, CH).

Hans Heiner Storrer und Harald Merk argumentieren wie folgt: Die 30 moglichen 2 x 2-
Teilquadrate des 2 x n-Rechtecks (n > 2) sind:

LI L 20 2 (3 (3411411

Sftjalt (20 f[3f1][tf1][291][1]1

LPTp Ly (2faf (2] (31|22 (2f2{1212]13]2
2012013120 (12 (202 [ 112 (201 ) |3 1[I L | {201 ][1]1
LI 200 2y n2f (242 103 (311243
L3203 (L3 L2 (202 (L2 (L)L) (2f1] 1]t
LI L2 (L3144

Li4] (13 ][1f2][1]1

In der ersten Zeile befinden sich die Quadrate, deren rechte Spalte die Spaltensumme s = 2
aufweist, was auf s — 1 = 1 Art moglich ist. Die zweite Zeile enthélt die Quadrate, deren
rechte Spaltensumme s = 3 betrigt, woflir es § — 1 = 2 Arten gibt. Entsprechend ist in
den anderen Zeilen das Erreichen der rechten Spaltensumme s = 4 und § = § auf jeweils
§ — 1 Arten moglich.

Wir gehen zuerst rekursiv vor. Aus einer giiltigen Belegung eines 2 x k-Rechtecks erhiilt
man genau dann eine giiltige Belegung eines 2 x (k + 1)-Rechtecks, wenn sich die k-te
Spaltensumme (die Summe der beiden Eintrdge in der k-ten Spalte) und die (K + 1)-te
Spaltensumme zu 6 oder 7 addieren.

Es sei nun a,gs) die Anzahl aller giiltigen Belegungen eines 2 x k-Rechtecks, deren letzte

Spalte die Spaltensumme s hat (s = 2, 3, 4, 5). Die Gesamtzahl aller Belegungen betridgt

dann
5
= a. (1)
=)

Wir untersuchen nun, wie viele Moglichkeiten es gibt, einem giiltigen Schema mit der
letzten Spaltensumme s eine Spalte derart anzufiigen, dass wieder ein giiltiges Schema
entsteht.

Zu s = 2 gibtes 4 Moglichkeiten mit Spaltensumme 5 und 3 Méglichkeiten mit Spal-
tensumme 4.

Zu s =3 gibt es 3 Moglichkeiten mit Spaltensumme 4 und 2 Moglichkeiten mit Spal-
tensumme 3.

7Zu s = 4 gibt es 2 Moglichkeiten mit Spaltensumme 3 und 1 Mdoglichkeit mit Spal-
tensumme 2.

Zu s =5 gibtes 1 Moglichkeit mit Spaltensumme 2.
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Daraus liest man die folgenden Rekursionsformeln ab:

a,gr)l = a,&‘” + a,ﬁs), a,ii)l = 2a,§3) + 2a,§4),
4 _ 4, 2 (3) 5 _ 4.2
gy = 30 +3a.7, Ayyy = 4ag .

Mit den Bezeichnungen

2
a;” 00 1 1
= _|a” 40220
S S 13 3 0 o)
GIES) 4 0 0 0
erhalten wir die zusammengefasste Rekursionsformel
g1 = Adg. 2)

Daes s — 1 Spalten mit Spaltensumme 5 gibt, startet die Rekursion mit

1
i |2
=13
4
Man findet fiir die ersten Werte
7 13 79 205
s |10 o |38 g |18 P
2= o |0 BT s1l T sz YT |1
4 28 52 316

Die Formel (1) fiir die gesuchte Grosse ex kann auch in Matrizenform geschrieben werden:
ex = (111 1)d. (3)
Aus (1) oder (3) erhédlt man somit es = 30, e3 = 130, e4 = 462, e5 = 1954.
Fiir eine explizite Form gehen wir von der aus (2) folgenden Beziehung
lr1 = AXdy 4)

aus. Mit bekannten Methoden der linearen Algebra bestimmen wir eine Diagonalmatrix D
und eine invertierbare Matrix V mit A = VDV~ Wir finden

40 0 0 111 -3
02 0 0 3 -1 —2 2
P=1og0 -1 ol V=13 o 3 5|
00 0 -3 1 2 4 4

4 60 40 10
1 140 —70 0 70
350 | 35 —35 35 -35
—45 —15 25 15

vy l=
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(Die Diagonalelemente von D sind die Eigenwerte von A.) Wegen (4) ist
Qpe1 = Aa, = (VDV‘l)kﬁl = vD'v g,

und wegen (3) ist

eir1 = (111 Ddggr = (111 HV DV la,. (5)
Nun ist aber
4k 0 0 0
pe_ |0 20 0

0 0 (=1F 0
0 0 0 (=3)k

Setzt man die Werte fiir V, DX, V~! und d ein und rechnet das Matrizenprodukt in (5)
aus, so folgt
1 k k k k
Cht1 = 5(256'4 +56-2" +14-(=D)*+24. (=3)")
bzw. (mit k + 1 = n gemiss Aufgabenstellung)

en=%(64.4’%28.2”—14'(—1)”—8‘(—3)”)- (6)

Bemerkungen:

1. Es gibtaiz) +a§3) +a§4) —|—a§5) = 14+2+3+4 = 10 Rechtecke vom Format 2 x 1.

Weil sie keine Teilquadrate enthalten, ist die Summenbedingung erfiillt. Formel (6)
liefert fiir n = 1 in der Tat den Wert 10.

2. Das Ergebnis (6) legt nahe, die Theorie der linearen Rekursionen zu Hilfe zu ziehen.
Das zur Rekursion, welche die Folge eq, ez, e3, . .. erfiillt, gehorige charakteristische
Polynom ist

x—Hx -2+ D +3) =x* —2x% — 13x% + 14x + 24.
Die Folge (¢,) gentigt also der Rekursion
en+1 - 2€n + 136n-1 — 14en_2 i 24en_3 (f'], z 4).

Die Anfangswerte sind ¢; = 10, ¢p = 30, ¢3 = 130, ¢4 = 462.

Aufgabe 1256 (Die einfache dritte Aufgabe). Man driicke
sin{a) sin(B) sin(a — B) + sin(B) sin(y) sin(f — )
+ sin(y) sin(d) sin(y — 8) + sin(d) sin(e) sin(§ — &)
und

cos(a) cos(B) sin(e — B) + cos(B) cos(y)sin(f — )
+ cos(y ) cos(d) sin{y — 8) 4+ cos(d) cos(e) sin(d — o)

jeweils als Produkt von drei Sinustermen aus.
Stanley Rabinowitz, Chelmsford, USA
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Auswertung der eingesandten Lisungen. Es sind 17 Zuschriften eingegangen: Ja-
ny C. Binz (Bolligen, CH), Hans Brandstetter (Wien, A), Peter Bundschuh (Koln, D),
André Calame (Sauges, CH), Hans Egli (Ziirich, CH), Oleh Faynshteyn (Leipzig, D),
Albert Ghenzi (Ziirich, CH), Friedhelm Gotze (Jena, D), Frieder Grupp (Schweinfurt, D),
Walther Janous (Innsbruck, A), Harald Merk (Biberach, D), Beat Schweingruber (Ziirich,
CH), Fritz Siegerist (Kiisnacht, CH), Albert Stadler (Herrliberg, CH), Hans Heiner Storrer
(Greifensee, CH), Walter Vetsch (St. Gallen, CH) und Roland Wyss (Flumenthal, CH).

Wir folgen Jany C. Binz, der die komplexe Darstellung der trigonometrischen Funktion
verwendet:

Beide Summen lassen sich zu
Z =sinfe — y)sin(B — &) sinle +v — B —8)

komprimieren.
Beweis: Mit a = cos(a) + i - sin(e) und b = cos(B) + i - sin(S) erhilt man

sin(e) sin(B) sin(e — B) = —%(a — @) (b — b)(ab —ab)

= _é(“z —p 4@ -’ + D -7,
cos(a) cos(B) sin(e — B) = é(a +a)(b +b)(ab —ab)
1

= g(a2 — 5 — 1T LB —a).

Mit ¢ = cos(y) + i - sin(y) und d = cos(8) + i - sin(8) erhilt man analoge Terme. Die
Summe X der Sinusprodukte und die Summe Y der gemischten Produkte werden beide

1 — - — 3
X=Y= g(azbz — B2+ 0% — b+ Fd —Pd +d%a - d ).

Es bleibt Z = X zu verifizieren:

,__Lfa_a\(b b\(fac ac
8 \c¢ TJ/\d d/\bd b4
1 o
= —g(aE —ac)(bd — bd)(abcd — abed)

1 — — - — S
= ——-(abTd — abed — abed + Thed) abed — Td)
L, . - 5
= =0T - VP - P + PP - T +TY 4T O -Td) = X.
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