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Zum Satz von Dirichlet

Peter Thurnheer

Peter Thurnheer studierte an der ETH Ziirich Mathematik und promovierte im Jahr
1979 bei K. Chandrasekharan. Danach arbeitete er in verschiedenen Funktionen an
Gymnasien, Fachhochschulen und Universitaten, von Haiti tiber Paris, Ziirich bis Tro-
gen. Gegenwirtig ist er an der Padagogischen Hochschule und an der ETH Ziirich
titig, wo er seit tiber fiinfzehn Jahren Grundvorlesungen in Analysis und Elementar-
mathematik hilt.

1 Einleitung, der Satz von Dirichlet

Die Theorie der diophantischen Approximation beginnt mit der Frage, wie gut sich eine
gegebene, reelle Zahl o durch rationale Zahlen approximieren, das heisst, wie klein sich
e — p/ql, p/g € Q, in Funktion des Nenners ¢ machen ldsst. Leicht umformuliert lautet
die Frage: Wie klein kann der Abstand von «q, g € Z, zur nachsten ganzen Zahl in Ab-
héngigkeit von ¢ gemacht werden?

Sind n reelle Zahlen oy, . .., o, gegeben, so stehen am Anfang der Theorie zwei analoge,
eng miteinander verkniipfte Fragen:

i) Wie klein kann in Abhéngigkeit der ganzen Zahl g das Maximum der Abstinde von

ajq, j =1,..., n, zur nichsten ganzen Zahl gemacht werden?
ii) Wie klein kann fiir ganze Zahlen ¢1, ..., ¢, und in Abhéngigkeit von ¢ =
max(|qil, ..., |gnl), der Abstand von «1q1 + - - - + @x gy zur néchsten ganzen Zahl

gemacht werden?
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Die Antworten auf diese grundlegenden, allgemeinen Fragen wurden 1842 von Dirichlet
gegeben. Wir betrachten hier die zweite Problemstellung. Wir nehmen im Weitern immer
an, die reellen Zahlen «y, ..., o, seien gegeben. Fiir ein Element x = (x1, ..., x,) € R”
bezeichne L(x) den Abstand von a1x1 + - - - + a0 X, zur ndchsten ganzen Zahl, das heisst

Lx)= mi; la1x1 4+ -+ apXy + p| undsei |x| = max(|xy|, ..., |xXn])-
pe

Dann lautet der

Satz von Dirichlet. Seien oy, ..., o, reelle Zahlen. Dann gibt es zu jedem N > 1 einen
Gitterpunkt q € Z" mit

1<|gl<N und L(g) < 1/N". (1)

Ineffektive Version des Satzes von Dirichlet. Zu jedem n-Tupel ay, . . ., «y, reeller Zahlen
gibt es unendlich viele Gitterpunkie g € Z" mit

Lg) < 1/lq". @)

Einfiihrungen in die Theorie der diophantischen Approximation findet man in [1] und [2].

2 Verschirfungen unter Verzicht auf die Effektivitat

Verzichtet man im Satz von Dirichlet auf die Effektivitit, so 14sst sich mehr beweisen als
die obige, unmittelbare Folgerung, indem die Ungleichung (2) verschirft werden kann.
Dieses Problem wurde ausfiihrlich untersucht. Es gilt zum Beispiel

Aussage 1. Zu jedem n-Tupel ay, ..., o, reeller Zahlen gibt es unendlich viele Gitter-
punkte g € Z", fiir die gilt

L(g) < c(m)/|q|"  mit
) c()=1/v5 und i) c(n) </ + )Y, n > 2.

Teil i) von Aussage 1 wurde 1891 bewiesen von Hurwitz, der auch gezeigt hat, dass
die Konstante 1 /\/3 in diesem Fall bestmoglich ist ([1], [2]). Zu Teil ii) siche man [2,
Kap. II, §3].

Man kann aber die Effektivitit im Satz von Dirichlet auch ersetzen durch eine Einschrin-
kung in Bezug auf die Lage der approximierenden Gitterpunkte. In [3] wurden dazu Verall-
gemeinerungen der untenstehenden Aussage 2 bewiesen. Seien € und § beliebige positive
Zahlen. Fiir x € R, n > 2, setzt man r(x) = (x] + -+~ + x2_)'/? und definiert das
Teilgebiet

P (w) ={x e R" | |xn| < 1+ &)(r(x)” oder r(x) < 1} C R".
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Aussage 2. Zu jedem n-Tupel reeller Zahlen ay, . . ., oy, n > 2, existieren unendlich viele
Gitterpunkte q € Z" mit

ge®U+1/n+1/n") und L(g) < (1+8)/Ig|"

Die Einschrinkung, zur Approximation nur Gitterpunkte aus ® (14 1/n+ 1/a%) zuzulas-
sen, ist in folgendem Sinn nicht sehr wesentlich. Sei

V(R) =Vol(®(1+ 1/n+1/n>)N{x e R" | |x| < R)).
Dann gilt offensichtlich

V(R)/QR)" — 1 fir R— . 3)

Im Folgenden wird gezeigt, dass Aussage 2 richtig bleibt, wenn man ®(1 + 1/n 4 1/n?)
ersetzt durch Gebiete €2, welche zwar von ganz anderer Form sind, aber in obigem Sinne
eine wesentliche Einschrankung des R” darstellen.

Zur Definition dieser Gebiete betrachten wir die Funktion f(x) = (1 + x)nt! /x. Sie hat
auf Rt genau ein relatives Minimum bei x = 1/n. Sei o = o (n) € (0, 1) diejenige Zahl,
fiir die gilt f(o) = f(1) = 2"+ Seid < 1/o. Dann ist

(14 x)"x <2"*! firalle x e[1/d,1]. 4)
Mit g = 2"+1/%g setzt man
Q=@ ={xeR"|a < |x| <20*V/"gi j=12 . }cR"
Satz. Zu jedem n-Tupel oy, ..., an, n > 2, reeller Zahlen gibt es unendlich viele Gitter-

punkie g € Z" mit
qeQ und L(g) <1/lq|".

Bemerkung. Setzt man
W(R) = Vol(2N {x e R" | [x] < R}),

so hat W(R)/(2R)" relative Maxima bei R = 20"t1/7gi j =1,2,...,und W(R)/(2R)"
kann durch eine geometrische Reihe abgeschitzt werden. Man erhélt im Gegensatz zu (3)

limsup W(R)/2R)" < (1 —1/2"tH/1 = 1/a™) = @"T'a@" — a™y/2"a" - 1) < 1.

R—0

Fiir n = 2 zum Beispiel, ist 0 = o(2) < 1/4. Man kann d = 4 wihlen und erhélt
limsupg_, o W(R)/(2R)? < 0, 882.

Beweis des Satzes. Sei g1, 492, ... eine Folge von Minimalpunkten, das heisst von Gitter-
punkten so, dass mit |g;| = N; und L(g;) = L; fiiralle j = 1,2,... gilt N; < Njq
und L(g) > L; fiir alle Gitterpunkte ¢ mit |g | < Nj.
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Auf Grund der effektiven Version des Satzes von Dirichlet ist dann
L; < I/N;H. (5

Man beweist den Satz indirekt, das heisst, man geht aus von der

Annahme. Es existieren hochstens endlich viele Gitterpunkte ¢, die den Satz erfiillen.

Zu unendlich vielen Indizes m gibt es dann einen Index j = j(m) so, dass gilt j(m) — o0
mit m — oo und
2(n+1>/na]_1 < Nm < Clj,

sowie .
Ningy = 20HD/ng (6)

Mit Ny, = xa/ istalso 1/d < x < 1 wegen 2""+1/% /g = 1/d, so dass mit (4) gilt
(@ + Np)"t /N < 210 (7

Nach (5) und (6) ist zudem »

L < 1722 g%, ()
Es bezeichne [z] den Ganzteil der reellen Zahl z.
Sei b = [a’/ /Ny,] + 1. Fiir den Gitterpunktg = g(m) = bgm hat man

al <|gl <a’ + Ny <2a <20HD/ng),

Also ist qc€ €2 sowie mit (8) und (7)
L(g) < (@’ + Np)/Nn2"Ha" < 1/(a’ + Na)" < 1/lg|".

Das bedeutet, dass der Gitterpunkt g(m) den Satz erfiillt, was fiir gentigend grosses m
einen Widerspruch zur Annahme darstellt und damit den Satz beweist. d
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