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Uber einen Satz von Jacob Steiner

Adolf Schleiermacher

Adolf Schleiermacher hat in Frankfurt am Main Mathematik und Physik studiert. Im
Jahr 1968 hat er bei Ruth Moufang promoviert. Danach war er u.a. als Lecturer am
Imperial College in London titig. Von 1975 bis 1999 arbeitete er in der Industrie. Er
fiihlt sich dem Kreis von Mathematikern um Reinhold Baer verbunden.

1 Einleitung

Ein Hyperboloid ist eine Flidche zweiten Grades im dreidimensionalen projektiven Raum,
die zwei Scharen von Geraden enthélt, derart, da3 jede Gerade der einen Schar zu allen
iibrigen Geraden dieser Schar windschief liegt, aber alle Geraden der andern Schar schnei-
det. Die Geraden der beiden Scharen nennt man auch Erzeugende des Hyperboloids. Hy-
perboloide gibt es nur bei kommutativem Koordinatenkorper (s. Herzer [8]). Im affinen
Raum entstehen aus einem Hyperboloid zwei mogliche Typen von Flidchen, je nachdem
ob die unendlich ferne Ebene das Hyperboloid bertihrt oder schneidet: im ersten Fall das
hyperbolische Paraboloid, im zweiten Fall das einschalige Hyperboloid.

Nach einem Satz von Jacob Steiner (s. [13] oder [14, S. 316]) sind bekanntlich die Hohen
eines Tetraeders in einer der beiden Erzeugendenscharen eines einschaligen Hyperboloids
enthalten, vorausgesetzt das Tetraeder erfiillt gewisse Bedingungen, die sicherstellen, daf3
von den Hohen keine zwei in einer Ebene liegen. Einen analytischen Beweis dieses Satzes
hat Otto Hermes [7] gegeben.
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Es ist der Zweck dieser Note, den Steinerschen Satz in einen allgemeineren Zusammen-
hang zu stellen. Dazu betrachten wir einen affinen Raum mit einer Orthogonalitédt zwischen
den Geraden im Sinne von Lenz [10]. Eine solche Orthogonalitdt mit den von Lenz gefor-
derten nattirlichen Eigenschaften 148t sich auf eine Polaritét in der unendlich fernen Ebene
zuriickfiihren (s. Lenz [10]). Analysiert man den Satz von Steiner in diesem Zusammen-
hang, so wird man zwanglos auf eine Reihe einfacher geometrischer Aussagen gefiihrt,
die einerseits alle mit dem Satz selber und andererseits damit dquivalent sind, dal die Po-
laritdt in der unendlich fernen Ebene durch eine symmetrische Bilinearform gegeben ist.
Zu ganz dhnlichen Ergebnissen gelangt man, wenn man den Satz in projektiven Rdumen
mit Polaritét untersucht.

Die Ergebnisse sind zusammengefaftin §6, Satz 1 fiir den affinen Fall und in §7, Satz 2 fiir
den projektiven Fall. In den Paragraphen 2-5 stellen wir bekannte Resultate zusammen,
die spiter bendtigt werden. Die Beweise der Sitze 1 und 2 sind iiberwiegend synthetischer
Natur und fuBen auf den elementarsten Figenschaften des Senkrechtstehens.

2 Projektive Riume mit Polaritit

Sei P ein Desarguesscher projektiver Raum der endlichen Dimension n > 2 mit vorge-
gebener Polaritdt 7. Die Polaritdt & 1468t sich durch eine nichtausgeartete Semibilinear-
form f des zugrundeliegenden Vektorraums V darstellen. Den zugehorigen Koordinaten-
schiefkorper bezeichnen wir mit K, den zugehdrigen Antiautomorphismus von K mit o.
Damit wirklich eine Polaritit dargestellt wird, mufl die Form f noch die zusétzliche Fi-
genschaft f(x, y) =0 — f(y,x) = 0haben (s. Baer [2]). Wenn K kommutativ ist, kann
o die Identitit sein. Die Polarititen, fiir die das zutrifft, lassen sich durch folgende geome-
trische Eigenschaft gemeinsam charakterisieren: sie bilden eine und damit jede Punktreihe
g projektiv auf das zugehorige Hyperebenenbiischel ab (s. Lenz [11]). Sie werden daher
projektive Polarititen genannt.

Wie iiblich definiert man: Ein Punkt P ist konjugiert zu einem Punkt Q, wenn P auf der
Polaren von Q liegt. Fine Hyperebene « steht senkrecht auf einer Hyperebene g, wenn
a den Pol von B enthilt. Wir schreiben hierfiir P ~ Q bzw. « L B. Die Beziehungen
P ~ Qund o L B sind bekanntlich symmetrisch.

Sei « eine Hyperebene, die ihren Pol P = n («) nicht enthlt. Bilden wir jeden Unterraum
X von « auf w(X) N « ab, so erhalten wir eine Polaritdt von «. Diese Polaritit bezeich-
nen wir mit m,. Dual hierzu konnen wir die Gesamtheit der Unterrdume betrachten, die
den Punkt P enthalten. Diese Unterrdume bilden ebenfalls einen projektiven Raum der
Dimension n — 1. Wir nennen ihn den mit dem Biuschel mit Triger P assoziierten Raum
und bezeichnen ihn mit £(P). Ist P € X, soist 7 (X) C «. Die Abbildung X — 7 (X)UP
ist eine Polaritit des Biischelraums £(P). Diese Polaritit bezeichnen wir mit 7 py.

Die Abbildung ¢ : X — X U P ist ein Isomorphismus der Hyperebene « auf den
Raum £(P), der mit den induzierten Polaritdten vertauschbar ist, fiir den also ¢y (X) =
7 pyp(X) fiir alle Unterrdume X von o gilt.

3 Affine Raume mit Orthogonalitat

Sei A ein dreidimensionaler affiner Raum mit einer Beziehung des Senkrechtstehens von
Geraden im Sinne von Lenz [10]. Sind g und # Geraden, so wird ihr Senkrechtstehen
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durch g L h ausgedriickt. Sind ¢ und A& parallel, so schreiben wir ¢ || &. Es wird nicht
verlangt, daB aufeinander senkrecht stehende Geraden einen Punkt gemeinsam haben. Die
Beziehung des Senkrechtstehens soll die folgenden Axiome erfiillen:

Ta) Ausa L b folgth 1L a.

Ib) Ausa L bundb || cfolgta L c.

Il Ist OAL OB, OAL OC,DeBC,D# O, s0ist OAL OD.
Geraden, die auf sich selber senkrecht stehen, werden isofrop genannt.
Ia) Ist die Gerade AB nicht-isotrop, so liegt auf jeder von AB verschiedenen Geraden

durch B, die nicht auf AB senkrecht steht, ein Punkt C mit AC L AB.

IlIb) Ist die Gerade AB isotrop, so liegt auf jeder AB nicht schneidenden und nicht auf
AB senkrechten Geraden ein Punkt C mit AB L AC.

1IV) Keine Gerade steht auf allen Geraden senkrecht.
Wie Lenz gezeigt hat, 146t sich dann in der unendlich fernen Ebene eine Polaritit 7
einfithren mit der Eigenschaft, dal zwei Geraden g und i genau dann aufeinander senk-

recht stehen, wenn ihre unendlich fernen Punkte zueinander beziiglich der Polaritit 7 kon-
jugiert sind.

Aus Axiom II) zusammen mit Ib) ergibt sich die weitere Aussage:

V) Steht eine Gerade auf zwei nichtparallelen Geraden einer Ebene senkrecht, so steht
sie auf allen Geraden dieser Ebene senkrecht.

Definition. Fine Gerade g steht auf einer Ebene « senkrecht, wenn sie auf allen Geraden
der Ebene senkrecht steht. Wir schreiben hierfiir g L «.

Eine Ebene « steht auf einer Ebene 8 senkrecht, wenn sie auf einer in 8 enthaltenen
Geraden senkrecht steht. Wir schreiben hierfiir « L 8.
Aus der Tatsache, dafl die Orthogonalitéit durch eine Polaritéit der unendlich fernen Ebene

gegeben ist, folgen noch die Aussagen:

V1) Zu einer beliebigen Ebene « von A existiert durch einen beliebig gegebenen Punkt
P c¢ine eindeutig bestimmte Gerade, die senkrecht auf o steht.

Wir nennen diese Gerade das Lot auf die Ebene « durch den Punkt P. Eine Ebene wird
isotrop genannt, wenn sie eines ihrer Lote enthélt.

VII) Fiir beliebige Ebenen o und B gilt: Aus o L B folgt B L «.

VIII) Wenn eine Ebene o auf zwei nichi-parallelen Ebenen B und y senkrecht steht, so
steht die Schnittgerade g = BNy auf o senkrech.

4 Der affine Satz vom Hohenschnittpunkt

Sei £ eine beliebige affine Ebene. Ist ¢ eine Gerade, so bezeichnen wir mit g ihren unend-
lich fernen Punkt. Es sei nun ¢ eine involutorische Abbildung oder die Identitit auf der
Menge der unendlich fernen Punkte. Wir definieren eine Beziehung des Senkrechtstehens
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zwischen Geraden durch ¢ L, A, wenn h = ¢(g). Dann gibt es zu einer beliebigen Gera-
den ¢ durch einen beliebigen Punkt P ein eindeutig bestimmtes Lot, d.h. eine Gerade #,
so daB g L, h. Zum Hohensatz in dieser Situation vergleiche man die Untersuchungen
von Baer [3].

Bemerkung. Ist ¢ die identische Abbildung, so ist der Hohensatz, wie man leicht sieht,
dquivalent mit der Aussage, daf in jedem Parallelogramm auch die Diagonalen parallel
sind.

Hilfssatz. Wenn in £ beziiglich der Relation L, der Satz vom Hohenschnitipunkt gilt, so
ist @ eine Projektivitdt.

Beweis. Wir bezeichnen mit [x X] die Perspektivitit ¥ — Y X fiir ¥ € x und mit [Xx]
deren Inverse. Wir benutzen eine Idee von Lenz [11, S. 65].

Seien [ die unendlich ferne Gerade der Ebene &, P ein fester Punkt und a, b zwei nicht
aufeinander senkrecht stehende Geraden durch den Punkt P. Wir setzen A = ¢(a) und
B = ¢(5). Da a und b nicht aufeinander senkrecht stehen, ist A # bund B # a. Wir
wihlen eine feste, nicht durch P gehende Gerade ¢ durch den unendlich fernen Punkt A
und setzen G = g N b. Sei nun £ eine variable Gerade durch den Punkt P. Wir nehmen
zunichst an, daB i nicht durch A und auch nicht durch B geht. Dann 148t sich aufgrund
des Hohensatzes das Bild (p(l_z) des unendlich fernen Punktes / leicht konstruieren. Sei
nimlich S =k Ngund T = BSNa.Im Dreieck PGT ist S der Schnittpunkt der Hohen
durch den Punkt G und durch den Punkt 7. Also ist # = P .S die dritte durch P gehende
Hohe,und es folgt A L. GT. Somit ist (p(f_l) der unendlich ferne Punkt der Geraden GT. Es
folgt aus der Konstruktion, daB ¢ mit der Projektivitit v = [[P][PgllgBllBallaG][G!]
in allen Punkten A iibereinstimmt. Da ¢ offenbar auch mit v in den Punkten A und B
uibereinstimmit, ist ¢ eine Projektivitét. O

5 Der projektive Satz vom Hohenschnittpunkt

Sei &€ eine beliebige projektive Ebene mit fest gegebener Polaritit 7w. Wie im Desargues-
schen Fall 148t sich eine Beziehung des Senkrechtstehens zwischen Geraden definieren:
die Gerade g steht auf der Geraden s senkrecht, wenn /i durch den Pol 7(g) von g geht.
Wir sagen dann auch: g ist ein Lot auf £, und schreiben hierfiir ¢ L /. Die Relation g L i
ist symmetrisch.

In einem Dreieck heifit jedes Lot durch eine Ecke auf die gegeniiberliegende Seite eine
Hohe. Um die Hohen eindeutig zu machen, betrachtet man nur Dreiecke, in denen keine
Ecke gleich dem Pol der gegentiberliegenden Seite ist. In Dreiecken mit zwei aufeinander
senkrecht stehenden Seiten, ist die Ecke, wo diese aufeinandertreffen, trivialerweise ein
Hohenschnittpunkt. Natiirlich gilt der Satz vom Hohenschnittpunkt nicht in jeder projekti-
ven Ebene mit Polaritét. In einer Desarguesschen Ebene ist er, wie Lenz gezeigt hat (s. [11,
S. 65]), damit gleichwertig, daf der Koordinatenkorper kommutativ ist und die Polaritét
durch eine symmetrische Bilinearform induziert wird. Ob der Satz von Desargues aus dem
Hohensatz gefolgert werden kann, ist ein unseres Wissens noch offenes Problem.

Die folgende Aussage tiber vollstindige Vierseite ist gleichwertig mit dem Satz vom Ho-
henschnittpunkt:
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Vierseitbedingung. Wenn in einem vollstindigen Vierseit die Punkte in zwei gegeniiber-
liegenden Paaren zueinander konjugiert sind, so sind sie es auch im dritten Paar.

Man erkennt die Aquivalenz mit dem Hohensatz am leichtesten durch Dualisieren: Stehen
in einem vollstdndigen Viereck zwei Paare von Gegenseiten aufeinander senkrecht, so gilt
dies auch fiir das dritte Paar. Diese Aussage ist, wie man sofort sieht, gleichwertig mit dem
Hohensatz.

Unabhingig von der Polaritdt = betrachten wir noch einen Sonderfall:

Hilfssatz. Sei £ die Ebene iiber dem Korper mit zwei Elementen. Dann gilt fiir jede sym-
metrische Beziehung des Senkrechtstehens und in jedem Dreieck mit eindeutig bestimmten
Hohen: die Hohen gehen durch einen gemeinsamen Punkt.

Beweis. Wir betrachten ein Dreieck A B C und diirfen annehmen, dafl keine zwei seiner Sei-
ten aufeinander senkrecht stehen. Dann ist auch keine der Hohen gleich einer Dreiecks-
seite. Da nun aber die Ebene £ nur sieben Punkte enthilt, und auf jeder Geraden drei
Punkte liegen, so gibt es nur einen einzigen Punkt P, der auf keiner Dreiecksseite liegt.
Durch diesen Punkt miissen alle drei Hohen gehen. O

6 Der Satz von Steiner im affinen Raum

In diesem Abschnitt betrachten wir einen dreidimensionalen affinen Raum A mit einer
Beziehung des Senkrechtstehens zwischen den Geraden, welche die Lenzschen Axiome
erfiillt (s. §3).

Sei Po P1 Py P3 ein Tetraeder. Durch jede Ecke P; geht ein eindeutig bestimmtes Lot auf
die gegeniiberliegende Seitenfliache P; Pr P, wo {i, j, k, 1} = {0, 1, 2, 3}. Diese Lote nennt
man Hohen. Wir bezeichnen die durch P; gehende Hohe mit /;. Die Hohe £; schneidet
nicht immer die gegeniiberliegende Seitenfliche P; Py Py, ndmlich genau dann nicht, wenn
die Seitenfliche P; Py Py isotrop ist. Wir nennen ein Tetraeder zuldssig, wenn keine Kante
auf der ihr gegeniiberliegenden senkrecht steht.

Sei P; abc das Dreikant mit Spitze P und Kanten a, b und c. Ein Dreikant nennen wir
zulissig, wenn keine seiner Kanten auf der ihr gegeniiberliegenden Seitenfliche senkrecht
steht.

6.1 Hilfssatz. Sei Py; abc ein zuldssiges Dreikant. Wenn es auf jeder Geraden mindestens
vier Punkte gibt, so lassen sich Punkte Py € a, Py € b und Pz € c finden, die zusammen
mit Py ein zulissiges Tetraeder bilden.

Beweis. Wir wihlen auf a einen beliebigen von Py verschiedenen Punkt Py. Sind dann P,
P} von Py verschiedene Punkte auf b, so kann hochstens eine der Geraden Py P oder Py P}
senkrecht auf ¢ stehen. Denn andernfalls wire ¢ L a U b entgegen unseren Annahmen.
Also konnen wir einen Punkt P, % Py auf b wihlen, so dal Py P, nicht auf ¢ senkrecht
steht. Auf der Geraden ¢ gibt es nun mindestens drei von Py verschiedene Punkte Ps,
P}, P]. Von den Geraden Py P3;, Py P} usw. kann wieder hochstens eine senkrecht auf b
stehen, und von den Geraden P, P3, P P3’ usw. kann auch nicht mehr als eine senkrecht auf
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a stehen. Also konnen wir einen Punkt Ps auf ¢ so wihlen, dal P; P3 nicht senkrecht auf
b und P, P3 auch nicht senkrecht auf a steht. Dann ist Py P Pp P3 ein zuldssiges Tetraeder.
O

Der obige Hilfssatz ist im affinen Raum iiber dem Korper mit zwei oder drei Elementen
nicht anwendbar. Betrachten wir zundchst den affinen Raum tiber dem Korper mit drei
Elementen. Ist f eine nichtausgeartete symmetrische Bilinearform des zugrundeliegenden
Vektorraums vom Rang 3, so hat beziiglich einer geeigneten Basis vy, vo, vz die Form f
die Diagonalgestalt

X, y) = x1y1 + X2y2 + X33,

wobei x = Y xjvi, ¥ = > vv; (s. Dickson [6, S. 158]). Man verifiziert nun leicht,
daB z.B. die vier Punkte mit den Koordinatenvektoren (0, 0, 0), (1,0, 0), (0, —1, 0) und
(1, 1, 1) ein zuldssiges Tetraeder bilden. Es ist auch nicht schwierig, sich durch ein Bei-
spiel zu iiberzeugen, da Hilfssatz 6.1 in diesem Raum nicht giiltig bleibt. Im affinen Raum
iiber dem Korper mit zwei Elementen gibt es keine zuldssigen Tetraeder (s. Bemerkung am
Schluf3 von §7).

6.2 Hilfssatz. Die Hohen eines beliebigen Tetraeders haben unterschiedliche Fernpunkte,
von denen keine drei kollinear liegen. Daher sind die Hohen untereinander verschieden,
und keine drei von ihnen liegen parallel zur selben Ebene.

Beweis. Die Ferngeraden der vier Seitenflichen des Tetraeders befinden sich in allgemei-
ner Lage. Von den Polen dieser Ferngeraden liegen also keine drei kollinear. Die Pole
entsprechen aber den Fernpunkten der Hohen. O

6.3 Hilfssatz. Seii # j ein Indexpaar mit O < i, j < 3. Genau dann liegen die Hohen h;
und h; in einer Ebene, wenn die einander gegeniiberliegenden Kanten P; P; und Py Py mit
i, j # k,l aufeinander senkrecht stehen.

Beweis. Es gelte PrP; L P;P;. Ist h; = P;Pj, so haben h; und /; den Punkt P; ge-
meinsam. Sei also i; # P; P;, und sei B die Ebene P; U h;. Nun gilt PP, L P; P; und
Py P L hj, also folgt PrP; L B nach §3. Dann steht die Ebene g senkrecht auf jeder
Ebene, die P P; enthilt, mithin auf P; P P;. Daraus folgt, da 8 auch die Hohe 2; enthilt.

Liege nun umgekehrt die Hohe i; mit 725 in einer Ebene 8. Die Ebene g enthilt die Gerade
P; P;. Die Gerade Py Py steht nun senkrecht auf den Hohen 2 und £, die einander nicht
parallel sein konnen. Also steht Py P; senkrecht auf allen Geraden der Ebene 8, mithin
auch auf P; P;. O

Tetraeder, in denen alle Paare gegeniiberliegender Kanten aufeinander senkrecht stehen,
heiBen orthogonal.

6.4 Hilfssatz. In einem orthogonalen Tetraeder und nur in einem solchen gehen alle vier
Hohen durch einen Punki.
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Beweis. In einem orthogonalen Tetraeder schneiden sich nach den Hilfssédtzen 6.2 und 6.3
die Hohen paarweise. Daraus folgt, daB sie alle vier durch einen Punkt gehen oder in einer
Ebene liegen. Da letzteres nicht moglich ist, gehen sie durch einen Punkt.

Die Umkehrung folgt aus Hilfssatz 6.3. |

Der Satz von Steiner 148t sich nun wie folgt aussprechen:

6.5 Satz von Steiner. In jedem zuldiissigen Tetraeder liegen die Hohen in einer von den
zwei Erzeugendenscharen eines einschaligen Hyperboloids.

Der Satz von Steiner gilt natiirlich nicht in jedem affinen Raum mit Orthogonalitét, da die
Existenz eines Hyperboloids schon den Satz von Pappos nach sich zieht. Das Hyperboloid
kann tibrigens, wenn es existiert, nur ein einschaliges Hyperboloid sein. Denn ldgen die
Hohen als Erzeugende in einem hyperbolischen Paraboloid, so enthielte dieses eine Gerade
g aus der zweiten Erzeugendenschar in der unendlich fernen Ebene. Die Hohen ldgen dann
alle parallel zu jeder Ebene mit Ferngerade ¢, was nach Hilfssatz 6.2 ausgeschlossen ist.

Nennen wir zwei in derselben Ebene liegende Geraden Treffgeraden (sie konnen sich
schneiden oder parallel sein), so folgt aus dem Satz von Steiner insbesondere die folgende
Aussage:

6.6 Steinersche Bedingung. Durch jede Ecke eines beliebigen zuliissigen Tetraeders geht
eine Treffgerade der vier Hohen.

Steiner hat gezeigt, daf diese Bedingung im euklidischen Raum erfiillt ist, und daraus
auf die Existenz des Hohenhyperboloids geschlossen. Daneben interessieren uns noch die
folgenden Bedingungen:

6.7 Affine Dreikantbedingung. In jedem zuldissigen Dreikant haben die durch die Kanten
gehenden und auf den gegeniiberliegenden Seitenfliichen senkrecht stehenden Ebenen eine
Gerade gemeinsam.

6.8 Affine Tetraederbedingung. Wenn in einem Tetraeder zwei Paare von gegeniiber-
liegenden Kanten aufeinander senkrecht stehen, so tun dies auch die Kanten des dritten
Paares.

Vel. hierzu den Satz in [12, S. 84], ebenso [9, S. 107]. Man erkennt sofort die enge Bezie-
hung dieser Bedingung zum affinen Satz vom Hohenschnittpunkt. Man kann beide Aus-
sagen in der folgenden Form zusammenfassen: Sind A, B, C, D vier untereinander ver-
schiedene Punkte und gilt AD 1 BC, sowie BD 1 AC, so folgt CD L AB. Auch
lassen sich manche Beweise des Hohensatzes fast wortlich auf die Tetraederbedingung
iibertragen (vgl. Berger [5, Bd I, 10.13.1]).

6.9 Joachimsthalsche Bedingung. Sei /i eine der Hohen in einem zulissigen Tetraeder.
Dann gibt es eine Treffgerade aller vier Hohen, die zu h parallel ist.
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Diese Bedingung liefert wegen Hilfssatz 6.2 immer vier verschiedene Treffgeraden.

Satz 1 Sei A ein dreidimensionaler affiner Raum mit Orthogonalitit, = die zugehorige
Polaritat der unendlich fernen Ebene £ und f eine in dem A zugrundeliegenden Vek-
torraum definierte Semibilinearform, welche w induziert. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

i) In A ist die Steinersche Bedingung erfiillt.
i) In A ist die affine Dreikantbedingung erfiillt.

iii) In der unendlich fernen Ebene £ gilt beziiglich v der projektive Satz vom Hohen-
Schnittpunkt.

iv) In der unendlich fernen Ebene & ist die Vierseitbedingung erfiillt.
v) In A ist die affine Tetraederbedingung erfiillt.

vi) In jeder nicht-isotropen Ebene von A gilt beziiglich f der affine Satz vom Hohen-
schnittpunkt.

vii) In A gilt der Satz von Pappos, und f ist eine symmetrische Bilinearform.
viii) In A ist die Joachimsthalsche Bedingung erfiillt.
ix) In A gilt der Satz von Steiner.

Bevor wir zum eigentlichen Beweis kommen, benotigen wir noch einen Hilfssatz.

6.10 Hilfssatz. Im Dreieck Py Py P, existiere ein Hohenschnittpunkt H. Wenn dann die
Hohe hs im Tetraeder A = Py Py Py P3 durch den Punkt H geht, so ist A ein orthogonales
Tetraeder.

Beweis. Wir zeigen, dal zum Beispiel PoP3 L Py P, gilt. Die restlichen Orthogonalitéts-
beziehungen folgen aus Symmetriegriinden. Ist zunédchst iz = Py P3, so gilt die geforderte
Bezichung trivialerweise. Also diirfen wir i3 # Py Pz annehmen. Dann bestimmen die
Punkte Py, P3, H eine Ebene und die Punkte Py, H eine Gerade. Es gilt nach Vorausset-
zung PoH 1 PP, und P3H L Py P,. Also steht die Gerade Py P, auf zwei nichtparalle-
len Geraden der Ebene Py P; H senkrecht. Mithin steht sie auf allen Geraden dieser Ebene
senkrecht, also auch auf Py P;3. O

Beweis von Satz 1. 1) — ii). Wir betrachten ein zuldssiges Dreikant Py; abc. Wenn es
Punkte P; € a, P, € b und P; € c gibt, die mit der Spitze Pp zusammen ein zuldssiges
Tetraeder bilden, so existiert eine durch Py gehende Treffgerade der vier Hohen dieses
Tetraeders. Sie sei mit ¢ bezeichnet. Ist  von a = Py P; verschieden, so enthilt die Ebene
aUt auch die Hohe A1, ist also identisch mit der Ebene « durch a, die auf bUc = PyPr P3
senkrecht steht. Ist aber 1 = @, so enthélt die Ebene « jedenfalls ¢. In dhnlicher Weise
zeigen wir, daf3 die Ebene B durch b, die auf ¢ U a senkrecht steht, und die Ebene y durch
¢, die auf a U b senkrecht steht, die Treffgerade ¢ enthalten. Es gilt also die Aussage der
Dreikantbedingung.
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Wenn es auf jeder Geraden von A mindestens vier Punkte gibt, folgt die Existenz der oben
geforderten Punkte P, P, und Pz aus Hilfssatz 6.1.

Wenn es auf jeder Geraden hochstens drei Punkte gibt, ist die obige SchluBweise nicht
durchfiihrbar. Dann ist aber .4 ein affiner Raum tiber dem Korper von zwei oder von drei
Elementen. Der Koordinatenkorper von A ist dann jedenfalls kommutativ und die Form f
symmetrisch. Nach Lenz [11, Satz 19, S. 65] gilt in jeder Biischelebene dann der Hohen-
satz und dies ist nichts anderes als die affine Dreikantbedingung.

ii) — iii). Sei ABC ein Dreieck in der unendlich fernen Ebene, in welchem keine Ecke mit
dem Pol der Gegenseite zusammenfalle. Wir wihlen in .A einen beliebigen Punkt Py. Dann
bilden die Geraden a = PpA, b = PoB und ¢ = PyC ein zulédssiges Dreikant. Den drei
Ebenen durch die Kanten des Dreikants, die auf den gegeniiberliegenden Seitenflichen
senkrecht stehen, entsprechen als unendlich ferne Geraden die Hohen des Dreiecks ABC.
Da die drei Ebenen nach Voraussetzung eine Gerade gemeinsam haben, gehen die Hohen
durch den unendlich fernen Punkt dieser Geraden.

iii) — iv). Siehe §5.

iv) — v). Die Ferngeraden der Seitenflidchen eines Tetraeders bilden zusammen mit den
Fernpunkten der Kanten in der unendlich fernen Ebene ein vollstindiges Vierseit. Da nun
Geraden genau dann aufeinander senkrecht stehen, wenn ihre Fernpunkte konjugiert sind,
ergibt sich aus der Vierseitbedingung die affine Tetraederbedingung.

v) — vi). Sei « eine nicht-isotrope Ebene und ABC ein Dreieck in «. Wir konnen anneh-
men, dal das Dreieck nicht rechtwinklig ist. Sei H der Schnittpunkt der beiden durch A
bzw. durch B gehenden Hohen. Dann ist also H von A, B und C verschieden. Wir errich-
ten im Punkte H das Lot auf die Ebene « und bezeichnen es mit /1. Da « nicht-isotrop ist,
liegt /2 nicht in «, und wir konnen auf /2 einen Punkt D auBlerhalb von « wihlen.

Nun gilt BC L hund BC L AH. Also folgt BC L AURund daher BC L. AD. Weiterhin
AC 1L hund AC L BH,also AC 1L B U hund daher AC L BD. Nach Voraussetzung
giltalso auch AB L CD.Daauch AB L h, folgtalso AB L CUR und somit AB 1L CH.
Daher ist C H die dritte Hohe im Dreieck ABC und vi) ist bewiesen.

vi) — vii). Da die Polaritdt der unendlich fernen Ebene kein Nullsystem sein kann, gibt
es nicht-isotrope Ebenen. Sei « eine solche und « die unendlich ferne Gerade von «. Sei
X ein beliebiger Punkt auf «, y der eindeutig bestimmte zu X beziiglich = konjugierte
Punkt auf o, dh. ¥ = #(¥) N «. Dann ist die Abbildung X — ¥y nach dem Hilfssatz
in §4 eine Projektivitit, und daraus folgt, daB die Polaritdt = die Punkireihe o projektiv
auf das Geradenbiischel mit Tréger 7 () abbildet. Damit bildet sie jede Punktreihe auf
das entsprechende Geradenbiischel projektiv ab, und weil 7 kein Nullsystem sein kann,
gilt vii).

vii) — iii). Dies gilt nach Lenz [11, Satz 19, S. 65].

Da nun die Aussagen iii)—vii) zyklisch auseinander folgen, sind sie untereinander dquiva-
lent.

v) und vi) — viii). Es sei Py P1 Py Pz ein zuldssiges Tetraeder. Fiir eine beliebige Hohe in
diesem Tetraeder ist zu beweisen, daB sie eine Parallele hat, die auch die iibrigen Hohen



108 A. Schleiermacher

trifft. Wir fithren den Beweis nur fiir die Hohe 213 durch. Fiir die tibrigen Hohen geht er
analog.

Betrachten wir zunichst den Fall, daB die Ebene Py P P, nicht-isotrop ist. Es sei H der
Hohenschnittpunkt im Dreieck Py P1 P, und F3 der Fupunkt der Hohe £3. Beide sind
eigentliche Punkte, die wegen Hilfssatz 6.10 nicht zusammenfallen. Die Parallele [ zu i3
durch den Punkt A ist jedenfalls eine Treffgerade zu k3. Sei po die durch den Punkt Py ge-
hende Hohe im Dreieck Py Py P». Die Geraden po und Pj P, stehen aufeinander senkrecht,
ebenso die Geraden [ und Py P,. Daher steht Py P, auf der Ebene po U [ senkrecht. Daraus
folgt, daB die Ebenen P1 P, P3 und poU! aufeinander senkrecht stehen, und mithin enthélt
die Ebene po U [ durch jeden in ihr liegenden Punkt ein Lot auf die Ebene Py P, P3 (vgl.
§3, VII). Das durch den Punkt Py gehende Lot ist die Hohe ho, die also in po U enthalten
ist. g und [ sind Treffgeraden. Auf analoge Weise zeigt man, da3 auch ki bzw. iy und /
Treffgeraden sind.

Nehmen wir nun an, die Ebene Py Py P; sei isotrop. Die Hohe A3 ist in diesem Fall parallel
zur Ebene Py P P>. Wir bezeichnen mit g; die Parallele zu /i3 durch den Punkt P, i =
0, 1, 2. Von den drei Geraden g; konnen hochstens zwei zusammenfallen. Ist zum Beispiel
qgo = q1 = PoP1, so ist jede Ebene senkrecht zu Py Py parallel zu Py P P,. Die Hohe
hy liegt in der eindeutig bestimmten Ebene senkrecht zu Py Py, die durch P, geht. Dies
ist aber die Ebene Py Py P. Also liegt ip in der Ebene Py P1Pp. Dann ist go = q1 =
Py Pr die gesuchte Treffgerade der vier Hohen. Wir konnen also die Geraden qo, ¢1, g2 als
untereinander verschieden annehmen.

Wir bezeichnen mit «; die Ebene durch P;, die auf Py P; senkrecht steht, i, k,/ = 0, 1,2
und k, [ # i.Die Ebenen «;, i = 0, 1, 2, sind untereinander und von Py Py Py verschieden
und nicht parallel. Die Ebene «; enthilt die Gerade g;. Die Ebenen «g und « schneiden
sich in einer Geraden g parallel zu K3, welche die Seitenfliche Py P, P3 in einem Punkte
Q trifft. Wir wollen zeigen, daB auch die dritte Ebene «p die Gerade g enthalt.

Es gilt PoQ L P1Prund P1Q L PyP,. Also sind in dem Tetraeder Py P1 P, Q auch die
Kanten des dritten Paares orthogonal: P,Q L Py Pj. Daraus folgt, dal die Gerade Py P
auf der Ebene ¢» U Q senkrecht steht, und somit gp U Q = «p. Damit ist gezeigt, daB alle
drei Ebenen «; die Gerade g enthalten. Die Ebene «; enthélt aber die Hohe h;,i = 0, 1, 2.
Daher ist g Treffgerade der drei Hohen ho, hi1, hp. Die Punkte Q und P3; konnen nicht
zusammenfallen, weil das Tetraeder Py Py P, Q orthogonal, das Tetraeder Py Py P2 P3 aber
zuldssig ist. Daher sind auch ¢ und /i3 Treffgeraden.

Um viii) — ix) zu beweisen, zeigen wir zunéchst viii) — vi). Sei also Py P P, ein Dreieck
in einer nicht-isotropen Ebene «. Wir benotigen einen Punkt P3 auBerhalb von «, so da
die Punkte Py, P1, Py, P3 ein zuldssiges Tetraeder bilden. Die Punkte Ps, fiir die eine der
Relationen P;P; L Pj P, i =0,1,2, j,k # i, 3, besteht, liegen in drei Ebenen «;; dabei
geht o; durch den Punkt P; und steht senkrecht auf der Kante P; P. Liegt also P3 auBer-
halb von «, o, oy und ap, so ist Pop Py P» P3 ein zuldssiges Tetraeder. Gibt es aber keinen
Punkt auBerhalb dieser vier Ebenen, so ist .4 der affine Raum tiber dem Korper mit zwei
Elementen. In diesem Fall folgt der affine Satz vom Hohenschnittpunkt aus dem Hilfssatz
in §5. Denn wir konnen die Beziehung des Senkrechtstehens von der affinen Ebene auf
die projektive Ebene erweitern, indem wir jede Gerade als orthogonal zur uneigentlichen
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Geraden auffassen. Wir diirfen also annehmen, daB ein Punkt P; mit der gewiinschten
Eigenschaft existiert.

Im Tetraeder Py Py Py Pz existiert zur Hohe h3 eine Parallele [, die alle vier Hohen trifft.
Da « nicht-isotrop ist, so sind A3 und / nicht parallel zur Ebene «. Somit existiert der
Schnittpunkt H = IN«. Sei go die durch den Punkt Py gehende Hohe im Dreieck Py Py Pp.
Wir wollen zeigen, dal H € gp.

Ist H = Py, so ist das klar. Andernfalls existiert die Verbindungsgerade po = PoH. Die
Ebene po Ul steht senkrecht auf o = Py P P2, da sie die Gerade [ enthélt. Die Ebene poUl
enthilt aber auch die Hohe hg des Tetraeders, denn hip und [ liegen als Treffgeraden in einer
Ebene und & enthilt den Punkt Py der Ebene poUI. Somit steht die Ebene poU! auch auf
der Seitenflache Py P, P3 senkrecht. Daher steht die Schnittgerade Py P, der beiden Ebenen
Py P1 P, und Py P, P3 senkrecht auf der Ebene poU!. Insbesondere gilt Py P, L po, woraus
Do = qo folgt. Die Hohe gp geht also durch den Punkt H. Auf analoge Weise zeigt man,
dal auch die beiden anderen Hohen im Dreieck Py Py P, durch den Punkt H gehen. Damit
gilt in jeder nicht-isotropen Ebene der affine Satz vom Hohenschnittpunkt, es gilt also vi).

Wie wir bereits wissen, folgt aus vi) der Satz von Pappos. In einem Papposschen affinen
Raum liegen vier paarweise windschiefe Geraden in einem Hyperboloid, wenn sie min-
destens drei verschiedene Treffgeraden haben. Die Joachimsthalsche Bedingung liefert
uns aber sogar in einem beliebigen zuléssigen Tetraeder vier verschiedene Treffgeraden
der vier Hohen h;. Also liegen die Hohen als Erzeugende ein- und derselben Schar in
einem Hyperboloid, und es gilt ix).

ix) — 1) folgt aus der Definition eines Hyperboloids.

Damit ist Satz 1 bewiesen. O

7 Der Satz von Steiner im projektiven Raum

In diesem Abschnitt betrachten wir einen dreidimensionalen projektiven Raum P mit vor-
gegebener Polaritit 7. Mit V bezeichnen wir den zugrundeliegenden Vektorraum vom
Rang vier und mit f eine Semibilinearform, die 7 induziert. Vermerkt sei noch, daB in
dem projektiven Raum P von ungerader Dimension auch Nullsysteme méglich sind.

7.1 Definition. Wir nennen eine Gerade g konjugiert zu einer Geraden i, wenn /i und
m(g) in einer Ebene liegen. Wir schreiben hierfiir g ~ .

Zur Terminologie vgl. [4, Vol. 111, S. 34]). Es wird nicht verlangt, daB die Ebene eindeutig
bestimmt ist. Es ist also auch der Fall # = 7 (g) mit eingeschlossen. Die Beziehung g ~ h
ist offensichtlich symmetrisch.

7.2 Definition. Eine Gerade ¢ steht senkrecht auf einer Ebene o, wenn sie durch den Pol
der Ebene o geht. Wir schreiben hierfiir g 1 «.

Darn(a) € g gleichwertig ist mit 7 (g) € «, folgt aus obiger Definition: Wenn eine Gerade
¢ auf einer Ebene « senkrecht steht, so ist sie konjugiert zu allen Geraden der Ebene «.
Von dieser Aussage gilt auch die Umkehrung und zwar in der schirferen Form:
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7.3 Hilfssatz. Wenn eine Gerade zu drei nicht durch einen Punkt gehenden Geraden einer
Ebene konjugiert ist, so steht sie auf der Ebene senkrecht.

Beweis. Seien a, b, ¢ drei Geraden einer Ebene «, die nicht durch einen Punkt gehen,
und sei g eine zu a, b und ¢ konjugierte Gerade. Die Gerade 7 (g) liegt mit jeder der drei
Geraden a, b, ¢ in einer gemeinsamen Ebene, hat also mit jeder von ihnen einen Punkt
gemeinsam. Daraus folgt w(g) € o und w(«) € g. Somitist g | «.

7.4 Hilfssatz. Sei o eine Ebene und a eine auf o nicht senkrechi stehende Gerade. Dann
sind die in o enthaltenen Geraden, die zu a konjugiert sind, genau die durch den Punkt
m(aUnm(a)) =m(a)Na gehenden.

Beweis. Da a auf « nicht senkrecht steht, liegt der Punkt 7 («) nicht auf a, und o =
a Um(a) ist eine Ebene. Die Polare einer beliebigen Geraden b € « geht durch den Punkt
7 (). Fiir eine solche Gerade b ist die Aussage b ~ a also gleichwertig damit, daB 7 (b)
in der Ebene o liegt. Die Aussage 7 (b) C o ist aber ihrerseits gleichwertig damit, dafl
(o) € b, also b durch den Punkt 7 (a U 7 (o)) geht. O

Von einer beliebigen Ecke P; eines Tetraeders A = Py Py P, P3 aus existiert ein eindeutig
bestimmtes Lot auf die gegeniiberliegende Seitenfliche P; Py Py, vorausgesetzt dal P; #
7w (P; P Pr). Wir nennen ein solches Lot eine Hohe im Tetraeder A und bezeichnen die
durch P; gehende Hohe wie vorher mit /2;. Den Pol 7w (P; Py P;) der Seitenfliche P; Py Py
bezeichnen wir mit Q;.

7.5 Hilfssatz. Sei {i, j, k,1} = {0, 1, 2, 3} und im Tetraeder Py Py P, P3 gelte P; # Q; und
P; # Qj. Die Hohen h; und h; gehen genau dann durch einen gemeinsamen Punkt, wenn
P;P; ~ PP

Beweis. Die Geraden P; Q; = h; und P; Q; = h; haben genau dann einen Punkt gemein-
sam, wenn P; P; und Q; Q; einen Punkt gemeinsam haben. Die Gerade Q; Q; ist aber die
Polare von Py P;. O

Wir nennen ein Tetraeder zuldssig, wenn keine seiner Kanten zur gegentiberliegenden kon-
jugiert ist. Daraus folgt insbesondere, daf keine Ecke mit dem Pol der gegeniiberliegenden
Seitenfliche zusammenfillt.

7.6 Satz von Steiner. In jedem zuldiissigen Tetraeder liegen die Hohen in einer von den
beiden Geradenscharen eines Hyperboloids.

Dieser Satz findet sich in [12, S. 153] noch ohne die einschrinkende Voraussetzung, dal
das Tetraeder zuldssig sein muB; Ex. 7 in [4, Vol IT1, S. 41] enthilt die korrekte Formulie-
rung. Natiirlich ist die Giiltigkeit des Satzes in einem beliebigen projektiven Raum P mit
Polaritit nicht zu erwarten. Uns geht es hier um die Bedingungen fiir seine Giiltigkeit.

7.7 Steinersche Bedingung. Durch jede Ecke eines beliebigen zulissigen Tetraeders geht
eine Treffgerade der vier Hohen.
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Fiir Dreikante iibernehmen wir unverédndert die im vorigen Abschnitt eingefiihrten Be-
zeichnungsweisen. Neben der Steinerschen Bedingung interessieren uns noch die beiden
folgenden:

7.8 Projektive Dreikantbedingung. In jedem zulissigen Dreikant haben die zu den ge-
geniiberliegenden Seitenfliichen orthogonalen Ebenen durch die Kanten eine Gerade ge-
meinsam.

7.9 Projektive Tetraederbedingung. Sind in einem Tetraeder zwei Paare gegeniiber-
liegender Kanten zueinander konjugiert, so gilt dies auch fiir das dritte Paar.

Abgesehen von dem Sonderfall des projektiven Raumes tiber dem Kdérper mit zwei Ele-
menten, ergibt sich die Existenz von zulédssigen Tetraedern dhnlich wie im Hilfssatz 6.1
des vorigen Kapitels.

7.10 Hilfssatz. Sei Py; abce ein zuldissiges Dreikant. Wenn es auf jeder Geraden minde-
stens vier Punkte gibt, so lassen sich Punkte Py € a, P, € b und P3 € c finden, die
zusammen mit Py ein zuldssiges Tetraeder bilden.

Beweis. Seien o« = bUc, B = cUaund y = a U b die Seitenflichen des Dreikants.
Wir betrachten wie in Hilfssatz 7.4 die Punkte $1 = w(@a U n(a)), S» = 7w (b U 7 (B))
und §3 = 7w (c U m(y)). Die zu a konjugierten Geraden der Ebene « gehen alle durch den
Punkt S7, und entsprechendes gilt fiir 8 und S, sowie y und S3. Auf der Geraden a gibt
es nun jedenfalls einen Punkt Py, der von Py, Sz und S3 verschieden ist. Durch P; geht
in der Ebene B genau eine Gerade, die zu b konjugiert ist, namlich P;.S,. Somit gibt es in
der Ebene B noch mindestens zwei von a verschiedene Geraden durch Pp, die zu b nicht
konjugiert sind. Thre Schnittpunkte mit ¢ seien P3 und P}. Ebenso gibt es in y noch zwei
von g verschiedene Geraden durch Pp, die zu ¢ nicht konjugiert sind. Ihre Schnittpunkte
mit b bezeichnen wir mit P> und P;. Unter den vier Geraden P, P3, P, P}, P, P3, P, P}, die
keinen Punkt gemeinsam haben, geht mindestens eine nicht durch den Punkt Sy. Notfalls
nach Umbenennung der Punkte kbnnen wir annehmen, dies sei die Gerade P, Pz. Dann ist
also P, P3 nicht konjugiert zur Geraden a, und Py Py P, P3 ist ein zuldssiges Tetraeder. [J

Satz 2 Sei P ein dreidimensionaler projektiver Raum mit Polaritit =, K der zugehorige
Koordinatenkorper und | eine in dem zugrundeliegenden Vektorraum iiber K definierte
Semibilinearform, welche m induziert. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

i) In P ist die Steinersche Bedingung erfiillt.
il) In P ist die projektive Dreikantbedingung erfiillt.

iii) In P gilt der projektive Satz vom Hohenschnittpunkt in jedem Punktbiischel, dessen
Trager nicht auf seiner eigenen Polaren liegt. Ist w ein Nullsystem, so gilt dartiber
hinaus char(K) = 2.

iv) In P gilt der projektive Satz vom Hohenschnittpunkt in jeder Ebene, die ihren Pol
nicht enthdlt. Ist = ein Nullsystem, so gilt dariiber hinaus char(K) = 2.
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v) K ist kommutativ, und f ist eine symmetrische Bilinearform.
vi) In P ist die zur projektiven Dreikantbedingung duale Bedingung erfiillt.
vii) In P ist die projektive Tetraederbedingung erfiillt.

viii) In P gilt der Satz von Steiner.
Zum Beweis des Satzes benotigen wir noch einige Hilfssétze.

7.11 Hilfssatz. In dem dreidimensionalen projektiven Raum iiber dem Korper mit zwei
Elementen ist die Dreikantbedingung fiir jede Polaritdt w erfiillt.

Beweis. Dies folgt aus dem Hilfssatz in §5 angewandt auf eine beliebige Biischelebene
E(P). O

7.12 Hilfssatz. Ist & ein Nullsystem, so folgt aus der Dreikantbedingung die Aussage
char(K) = 2.

Beweis. Wir betrachten einen Punkt P und interpretieren die Ebenen durch den Punkt P
als Geraden der Biischelebene £(P). Die Ebene (P) geht durch P und wir betrachten
E(P) als affine Ebene mit der unendlich fernen Geraden 7 (P). Das Senkrechtstehen der
durch P gehenden Ebenen interpretieren wir als Senkrechtstehen der Geraden in £(P). Da
7 ein Nullsystem ist, so liegt der Pol einer beliebigen durch P gehenden und von 7 (P)
verschiedenen Ebene « in 7 (P) N « und ist von P verschieden. Zwei Ebenen durch den
Punkt P stehen daher senkrecht aufeinander, wenn ihre Schnittgerade in 7 (P) enthalten
ist. Dies bedeutet nichts anderes, als daf sich in £(P) das Senkrechtstehen von Geraden
auf die Parallelitit reduziert. Damit folgt die Behauptung aus der Bemerkung in §4. O

7.13 Hilfssatz. Ist w ein Nullsystem, so folgt aus der Tetraederbedingung die Aussage
char(K) = 2.

Beweis. Sei 6 eine beliebige Ebene und sei S = 7 (8). Es gilt §' € 8, weil 7 ein Nullsystem
ist. Sind a, b, ¢ drei nicht durch S gehende Geraden von 8, die keinen Punkt gemeinsam
haben, so gehen die drei Geraden 7 (a), w(b), w(c) durch S, sind nicht in é enthalten und
haben keine Ebene gemeinsam. Wir setzen A = bNe, B = cNaund C = anb. Sei y eine
von 8§ verschiedene Ebene durch die Gerade c. Sie schneidet 7 (a) und 7 (b) in Punkten X
bzw. Y, und wir setzen D = AX N BY. Im Tetraeder ABCD gilt dann AD ~ BC und
BD ~ AC. Aus der Tetraederbedingung folgt CD ~ A B. Weiter folgt noch, daB jede der
drei Ebenen A U w(a), BU m(b) und C U m(c) die Gerade DS enthilt.

Betrachten wir nun die Ebenen n(A) = 7 (b) U n(c), n(B) = w(c) Um(a) und n(C) =
w(a) U (b). Da w ein Nullsystem ist, gilt z.B. A € 7w (A). Daraus folgt A U n(a) L
m(A). Ebenso folgt BUm(b) L w(B)und CUx(c) L m(C). Stehen aber zwei durch §
gehende und von 8§ verschiedene Ebenen aufeinander senkrecht, so schneiden sie sich in
einer Geraden, die in § enthalten ist. Betrachten wir nun die Biischelebene £(S) als affine
Ebene mit Ferngerade 8, so ist das Senkrechtstehen von Geraden in £(S) nichts anderes als
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Parallelitit. Die Geraden 7 (a), 7w (b), w(c) bilden aber in £(S) ein Dreieck, dessen Hohen
durch den durch D S représentierten Punkt gehen. Daraus folgt char(K) = 2. |

Beweis von Saiz 2. i) — ii). Es sei Po; abc ein zulédssiges Dreikant mit den Seitenflichen
a=bUc,f=cUaund y = aUb. Wir bezeichnen mit «1, 1, y1 die auf «, 8 bzw. y
senkrecht stehenden Ebenen, die durch a, b bzw. ¢ gehen.

Wenn es Punkte P € a, P, € b, P3 € c gibt, die zusammen mit dem Punkt Py ein
zuldssiges Tetraeder bilden, so sei ¢ die durch Py gehende Treffgerade der vier Hohen
dieses Tetraeders. Wir wollen zeigen, daB f € o1. Esist vy = aUn (o) = PpPia(a) =
a U hy.Dat durch den Punkt Py geht und die Hohe £y trifft, folgt 1 € «q. Auf dhnliche
Weise zeigt man, daf auch ¢ € By und ¢ € y4 gilt, und somit haben die drei Ebenen oy,
B1 und y; die Gerade ¢ gemeinsam.

Nun haben wir also nur noch zu zeigen, dafl solche Punkte P, P>, P3 existieren. Wegen
Hilfssatz 7.11 konnen wir dabei annehmen, dal es auf jeder Geraden mindestens vier
Punkte gibt. Dann folgt die Existenz der Punkte Py, P,, P3 aus Hilfssatz 7.10.

ii) — iii). Sei P ein Punkt, der nicht auf seiner Polaren = (P) liegt. Die Geraden der zum
Biischel (P) gehorigen projektiven Ebene £(P) sind also die Ebenen « durch den Punkt
P, die Punkte von £(P) sind die Geraden a durch P. Der Punkt ¢ und die Gerade « sind
Pol und Polare in £(P), wenn () € a, d.h. wenn a L «. Ein Dreieck der Ebene £(P)
ist also gegeben durch ein Dreikant mit Spitze im Punkt P, und die Bedingung, daB keine
Ecke des Dreiecks mit dem Pol der Gegenseite zusammenfdllt, entspricht der Aussage,
dag in dem Dreikant keine Kante auf der gegeniiberliegenden Seitenfliche senkrecht steht.
Aus der Dreikantbedingung folgt daher der projektive Satz vom Hohenschnittpunkt, d.h.
der erste Teil der Aussage iii).

Der zweite Teil der Aussage iii) folgt aus Hilfssatz 7.12.
iii) — iv). Dies folgt aus Dualitédtsgriinden.

iv) — v). Wir betrachten zuerst den Fall, da = kein Nullsystem ist. Sei also « eine Ebene,
die ihren Pol P = () nicht enthilt. Nach [11, Satz 19, S. 65] folgt aus dem projektiven
Satz vom Hohenschnittpunkt in der Ebene «, daB die durch m induzierte Polaritit my
projektiv ist. Sei g eine beliebige Gerade von «. Dann geht 7 (¢) durch den Punkt P. Die
Abbildung X — 7, (X) = X N« fiir X € g ist eine Projektivitit der Punktreihe ¢ auf das
Geradenbiischel mit Trager 7 (g) N «. Somit ist die Abbildung X — 7 (X) eine projektive
Abbildung der Punktreihe ¢ auf das Ebenenbiischel mit Tréger 7 (g). Daraus folgt, da die
Polaritit = projektiv ist. Daher ist X kommutativ, und weil 7 kein Nullsystem ist, ist die
Form f symmetrisch.

Ist nun 7 ein Nullsystem, so ist X kommutativ und f schiefsymmetrisch. Da in diesem
Fall aber char(K) = 2 gilt, so ist f zugleich auch symmetrisch.
v) — vi). Die zur Dreikantbedingung duale Bedingung lautet:

(A) Sei A1B1Cq ein Dreieck in einer Ebene o und sei keine Dreiecksseite in der Polaren
der gegeniiberliegenden Ecke enthalten. Dann liegen die Punkte P = w(A1) N B1Cy,
Q=n(B1)NCLA1 und R = n(Cy) N A1 By kollinear.



114 A. Schleiermacher

Seien u, v, w unabhingige Vektoren, so daB A; = Ku, By = Kv und C; = Kw. Sei
ferner P = Kp, Q = K¢q, R = Kr. Nach Voraussetzung gilt

f(pvu):f(Qv U):f(r, UJ):O

Wir setzen f(u,v) = f(v,u) =«, f(u,w) = f(w,u) = Bund f(v,w) = f(w,v) =
y. Von den Korperelementen «, 8, y kann jeweils hochstens eines verschwinden, da sonst
eine der Voraussetzungen B1Cy € 7 (A1) usw. verletzt wiirde. Daher sind p; = Bv — aw,
q1 = yu —aw, r1 = yu — Bv von Null verschiedene Vektoren. Die Punkte K p1, Kq1,
K liegen respektive auf B1Cq, C1Aj und A By. Da nun, wie man leicht nachpriift, auch
die Gleichungen f(p1,u) = f(q1,v) = f(r1, w) = 0 erfiillt sind, so folgt, daB die
Vektoren p, g, r den p1, g1, r1 proportional sind. Letztere stehen aber in der Relation
p1—q1+r1=0.Alsosind P, O, R kollinear.

vi) — vii). Es ist zu zeigen: Aus (A) folgt die Tetraederbedingung. Dies geht im We-
sentlichen wie in [4, Vol. III, Ex. 5, S. 34]. Wir betrachten ein Tetraecder ABC D und das
dazu polare Tetraeder mit den Ecken A; = 7(BCD), By = n(CDA), C; = n(DAB)
und Dy = w(ABC). Wir nehmen AC ~ BD und AB ~ CD an und haben zu zeigen
AD ~ BC.Diese Annahme bedeutet, dafl die Durchschnitte ACN A1Cyund ABN A1 By
nicht leer sind und wir miissen zeigen, daf auch BC N B;C; nicht leer ist. Wir diirfen
annehmen, daf By nicht in der Ebene BC D enthalten ist. Ferner kann angenommen
werden, da3 A; #% A, By # B und C; # C. Denn in allen drei Fillen ist BC ~ AD.
Aus A1B; € DAB = n(Cy) folgt C1 € w(A1B1) = CD. Da C1A; die Gerade CA
schneidet, gilt dann auch C1A; € CDA. Es folgt By € n(C1A1) = BD. Daher schnei-
den sich BC und B1Cy, und wir sind fertig. Auf dhnliche Weise kommen wir zum Ziel,
wenn A1Cy € DAC. Also diirfen wir nun annehmen, dafl die Geraden A{B1, B1C1, C1A;
nichtin den Ebenen AB D, BCD bzw. ADC enthalten sind. Es existieren also die Schnitt-
punkte R = ABDN A1B1, Q = ADCN A1Cyund P = BCD N B;Cy. Nach Aussage
(A) liegen die drei Punkte P, Q, R in einer Geraden g. Aus der Voraussetzung, dal die
Durchschnitte AC N A1Cy und AB N A Bj nicht leer sind, folgt AC N A1Cy = Q und
ABNA1B1 = R.Diebeiden Punkte Q und R liegen mithin in der Ebene ABC. Wiiren sie
gleich, so miif3ten sie beide mit dem Punkt A zusammenfallen, und es wiirde auch A; = A
folgen, was wir aber bereits ausgeschlossen hatten. Also liegen die Gerade QR und folg-
lich auch der Punkt P in der Ebene ABC. Da P auch in der Ebene B C D liegt, schneiden
sich die Geraden BC und B;Cj im Punkt P und die Tetraederbedingung ist bewiesen.

vii) — iv). Sei « eine Ebene, die ihren Pol 7 («) nicht enthilt, und sei ABC ein in «o
enthaltenes Dreieck, bei dem keine Ecke mit dem Pol ihrer Gegenseite beziiglich der in-
duzierten Polaritdt 7, zusammenfillt. Der Pol der Seite @ = BC beuziiglich 7, ist defi-
niert als my(a) = w(a) N «. Wir bezeichnen ihn mit Ay. Ferner setzen wir b = AC und
By =m,(b) =a(b) Na sowie c = ABund C; = 7y (c) = m(c) N «. Sei H der Schnitt-
punkt der Hshen AA; und B By. Wir wihlen auf der Geraden Hr (o) einen von H und
7 (o) verschiedenen Punkt D. In dem Tetraeder ABCD gilt AD ~ BC = a, weil AD
ebenso wie w(a) = Ajm(«) in der Ebene ADm(«) liegen. Ebenso gilt BD ~ AC = b,
weil BD und w(b) = Bz () beide in der Ebene B Dz («) liegen. Aus der Tetraederbe-
dingung folgt, da auch CD ~ AB = c. Dies bedeutet, da auch CD und 7 (c) = Ci7 ()
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in einer Ebene liegen. Folglich geht auch die dritte Hohe CC; durch den Punkt H . Damit
ist iv) bewiesen, wenn 7r kein Nullsystem ist.

Ist nun 7 ein Nullsystem, so folgt char(K) = 2 nach Hilfssatz 7.13.

iv) — ii). Die Aquivalenz der Aussagen iv)—vii) ist nun bewiesen. Die Aussagen vi) und
ii) sind dual zueinander und somit ebenfalls dquivalent.

ii) — 1i). Sei PoP1P,P; ein zulidssiges Tetraeder. Wir betrachten das Dreikant mit den
Kantena = Py P1, b = PyPr und ¢ = Py P3. Es ist zulédssig. Sei also ¢ die Gerade, die den
durch die Kanten gehenden und zu den gegentiiberliegenden Seitenflichen orthogonalen
Ebenen gemeinsam ist. Sei beispielsweise « die durch a und den Pol Q; der Seitenfliche
b U c = PyP, Pz gehende Ebene. Sie enthilt offensichtlich die Hohe A1 = P; Q1. Somit
sind 1 und ¢ Treffgeraden. Auf dhnliche Weise folgt, daf auch sy und ¢ sowie A3 und
t Treffgeraden sind. Da auch A und ¢ Treffgeraden sind, ist ¢ eine Treffgerade aller vier
Hohen. Aus Symmetriegriinden folgt, da auch durch die iibrigen Ecken Treffgeraden der
vier Hohen existieren. Damit ist i) bewiesen.

i) — viii). Wie wir bereits wissen, hat i) zur Folge, da3 der Korper K kommutativ und daf
[ eine symmetrische Bilinearform ist. Um zu zeigen, dal die Hohen in einem Hyperboloid
liegen, wiirde es also geniigen, die Existenz von mindestens drei Treffgeraden nachzuwei-
sen. Die durch die Ecken des Tetraeders gehenden Treffgeraden sind nur in dem einen
Sonderfall weniger als drei, wenn je zwei von ihnen mit einer Kante zusammenfallen. Die
beiden Kanten liegen dann natiirlich einander gegentiber.

In diesem Sonderfall sei H; der FuBpunkt der Hohe h;, i = 0, ..., 3. Wir kinnen also
zum Beispiel annehmen, da Hp, Hz auf der Kante Py Py und Hy, Hy auf der Kante P, P3
liegen. Wir betrachten nun das zu Py, P1, P2, P3 polare Tetraeder mit den Ecken Q¢ =
7w (P1P2P3), Q1 = w(PoPr P3) usw. Die Hohen des polaren Tetraeders sind identisch mit
den Hohen des urspriinglichen Tetraeders. Deshalb folgt aus der Steinerschen Bedin-
gung, daBl auch durch jede Ecke des polaren Tetraeders eine Treffgerade der vier Hohen
geht. Ist nun eine der Ecken des polaren Tetraeders von dem entsprechenden Hohenfuf3-
punkt verschieden, z.B. Qo # Ho, so geht durch diese Ecke eine weitere Treffgerade, die
mit keiner Kante zusammenfallen kann.

Es bleibt also nur noch der spezielle Fall zu betrachten, daB H; = Q; firi =0, ...,3.Es
geniigt nun der Nachweis, daf die Punktequadrupel Po, P1, Q2, Q3 und Qo, Q1, P2, P3
projektiv aufeinander bezogen sind (s. Schroter [12, S. 87]). Wir betrachten fiir die Punkt-
reihe Py P; nacheinander zwei Operationen: zuerst ersetzen wir einen beliebigen Punkt X
durch seine Polare 7 (X), dann die Ebene 7 (X) durch ihren Schnittpunkt mit der Gera-
den P, P3. Da wr durch eine symmetrische Bilinearform dargestellt wird, ist die betrachtete
Abbildung X — 7 (X) N P, P3 eine Projektivitdt. Man priift leicht nach, daf sie das Punk-
tequadrupel Py, P1, Q2, Q3 in das Quadrupel Q1, Qo, P3, P, liberfithrt. Damit sind auch
die Quadrupel Po, P1, Q2, Q3 und Qo, Q1, P2, P3 projektiv aufeinander bezogen. Somit
sind die Hohen ho = PoQo, h1 = P1Q1, hp = PoQ2 und hz = P33 als Verbindungsge-
raden aufeinander bezogener Punkte Frzeugende eines Hyperboloids.

vii) — 1). Dies ergibt sich aus der Definition eines Hyperboloids.

Damit ist Satz 2 bewiesen. |
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Bemerkungen.!

1.

2.

Im affinen oder projektiven Raum tiber dem Korper mit zwei Elementen gibt es
keine zuldssigen Tetraeder. Denn nach Satz 1 oder nach Satz 2 gilt der Satz von
Steiner. Wire nun A ein zulissiges Tetraeder, so ldgen die vier Hohen als Erzeu-
gende in einem Hyperboloid. Dies ist aber unmdoglich, denn weil die Geraden nur
drei Punkte enthalten, so bestehen auch die Erzeugendenscharen aus jeweils nur drei
Geraden.

Der Satz von Steiner bleibt auch in der absoluten Geometrie im Sinne von Ahrens
[1] giiltig. Zum Beweis kann man den absoluten Raum auf kanonische Weise wie
von Ahrens beschrieben in einen projektiven Raum einbetten und dann im verall-
gemeinerten euklidischen Fall Satz 1, im verallgemeinerten hyperbolischen oder
elliptischen Fall Satz 2 anwenden.
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