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Aufgaben

Neue Aufgaben

Losungen erbeten bis zum 10. August 2004 an:

Hansruedi Widmer, Boldistrasse 52, CH-5415 Nussbaumen

Aufgabe 1203: Wir betrachten magische 3 x 3-Quadrate mit positiv-ganzzahligen Ein-
tragen, bei denen die Zeilen-, Spalten- und Diagonalensummen je 2004 betragen.

1. Wie viele solche Quadrate gibt es?

2. Jetzt sollen Quadrate, die durch Drehung oder Achsenspiegelung ineinander iiberge-
fithrt werden konnen, als nicht wesentlich verschieden gelten. Wie viele wesentlich
verschiedene Quadrate gibt es?

Jany C. Binz, Bolligen, CH

Aufgabe 1204: Es seien m und 7 natiirliche Zahlen mit m < 2n. Beweise:

" 201 20— 1
i . — (—1)y" 1.
;:1 sin ( > m7r> tan ( o 7r> (-1) n

Friedhelm Gotze, Jena, D

Aufgabe 1205 (Die einfache dritte Aufgabe): Die aus dem Schulunterricht bekannte
Aufgabe ,,Welches Rechteck hat bei gegebenem Umfang maximale Flache?* wird wie
folgt verallgemeinert: Aus einer rechteckigen Blechplatte mit den Seitenldngen a - x
und y, a4 > 1, miissen m > 0 Quadrate der Seitenlinge x und 7 > 0 Kreise mit dem
Durchmesser x ausgestanzt werden. Wie sind x und y zu wihlen, damit bei gegebener
Umrandungslinge u die Flache der Restfigur maximal wird? Man zeige auch, dass das
iiberlappungsfreie Ausstanzen der m + n Figuren dann wirklich moglich ist.

Roland Wyss, Flumenthal, CH
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Losungen zu den Aufgaben in Heft 1, 2003
Aufgabe 1190. Es sei f : R — R eine wachsende differenzierbare Funktion. Beweise,

dass
n nxp—(X1+x24+ - +%n) ¢
Xp——— | dt >0
> flre- o) o

=1
wobei x1,X2,...,X, (n > 2) beliebige reelle Zahlen sind.
Mihéaly Bencze, Sacele, RO

Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind 9 Losungen eingetroffen: Christian
Blatter (Greifensee, CH), Peter Bundschuh (Ko6ln, D), Walter Burgherr (Rothenburg,
CH), Frieder Grupp (Schweinfurt, D), Walther Janous (Innsbruck, A), Dieter Koller
(Ziirich, CH), Beat Schweingruber (Ziirich, CH), Roland Wyss (Flumenthal, CH), Klaus
Zacharias (Bergfelde, D).

Wir folgen der Losung von Christian Blatter, die weitgehend mit jener von Peter Bund-
schuh tbereinstimmt:

1

Setze zur Abkiirzung s; 1= T > x4, wobei hier und im Folgenden der Summations-
A

index von 1 bis 7 14uft. Damit wird

nx;— (Xt 2) t X
/ f (xj _ —> dt = (n— 1)/ F#yat.
0 n—1 s;

Da f monoton wichst, ist die Funktion F(x) := fox f(#) dt konvex, und die Jensensche
Ungleichung liefert

P <—YF)  (<j<n).

n-1e
Damit ergibt sich wie behauptet
x]- 1
Z/s flt)at = Z(F(xj) —F(sf) 2 ZF(xj) - HZZF(XZ) =0.
j 7 j j Jot#
Aufgabe 1191. Bei gegebenen verschiedenen Zahlen ¢, ¢», ..., ¢, und beliebig vorge-
gebenen Zahlen po,p1,. .., ps—1 soll fir n > 2 das lineare Gleichungssystem

n

Z Xiy Ciy iy oo G = (D) Tpae (k=1,2,...,m)

11,12,005in=1

nach x1,X,,...,x, aufgelost werden, wenn das fiir k = 1 auftretende leere Produkt 1
gesetzt wird und die mit * bezeichnete Summation auf voneinander verschiedene Indizes
i1,i2,... 0y und ip < i3 < --- < i} beschrinkt wird.
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Wie lautet die Losung fiir die spezielle Wahl ¢; = i (¢ = 1,2,...,n) und px = 1
(k=0,1,...,n—1)?

Roland Wyss, Flumenthal, CH
Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind 5 Losungen eingetroffen: Peter Bund-

schuh (K6ln, D), Walter Burgherr (Rothenburg, CH), Frieder Grupp (Schweinfurt, D),
Walther Janous (Innsbruck, A), Lajos Ldszl6 (Budapest, H).

Die abgedruckte Losung wurde von der Redaktion aus den verschiedenen Einsendungen
zusammenkomponiert: Will man von der durch

Pt pxX® 4 puax™!

X
fx) (x—ci)(x—ca)...(x —cn)
gegebenen Funktion mittels des Ansatzes
potpxd p® b pe ™ M X Y
(x—ci)(x—ca)...(x —cp) X—C X—0 X —Cn

die Partialbruchzerlegung bestimmen, addiert man die rechts stehende Summe durch
Gleichnamigmachen der Briiche. Der Zihler der Summe besitzt vorerst die Form

x1~H(x—ci)+x2~H(x—ci)+~~~+xn~H(x—ci). (1)

i1 i#2 i#n

Setzt man in den beiden Zihlern x = ¢, ein, so ergibt sich durch Vergleichen

po+pice+paci+ A+ peacy P =x0 [Jler— )

)
oder |
xezpO+p1Cé+p2C%+...+pn_1C?7 (2)
[I(ce—ci)
il

Sortiert man das Polynom (1) vor dem Koeffizientenvergleich nach Potenzen von x, so
liefert der Vergleich das regulire Gleichungssystem

X1 + X Foemep Xn = Pn—1
(D) x + (Xee)xa +t (Yee) 2 = —pua
23] £ t#n
(ZCng)~X1+(ZC5C]')~XQ+"'+<ZC[C]')~X”: Pu—s |’
L i (i
+ E +:+ : =

welches tibereinstimmt mit dem Gleichungssystem der Aufgabenstellung. Somit sind die
durch (2) gegebenen Werte die L.osung des Systems.
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Setzt man in (2) die speziellen Werte ¢, = £ und pix = 1 ein, so ergibt sich

(=1
(n—1)!

(G G )

ud X = T = e = 1!

X = fir (=23,...,n

Aufgabe 1192 (Die einfache dritte Aufgabe). Zeige, dass die natiirlichen Zahlen a,,,
deren Quadrate Dreieckszahlen sind, fiir n — oo gegen eine geometrische Folge streben.

Rolf Rose, Magglingen, CH

Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind 16 Zuschriften eingegangen: Jany
C. Binz (Bolligen, CH), Peter Bundschuh (KoIn, D), Walter Burgherr (Rothenburg, CH),
Hans Egli (Ziirich, CH), Friedhelm Gétze (Jena, D), Frieder Grupp (Schweinfurt, D),
Walther Janous (Innsbruck, A), Joachim Klose (Bonn, D), Dieter Koller (Ziirich, CH),
Lajos Laszl6 (Budapest, H), Harald Merk (Biberach, D), Daniel Neuenschwander (Bern,
CH), Beat Schweingruber (Ziirich, CH), Fritz Siegerist (Kiisnacht, CH), Michael Vowe
(Therwil, CH), Roland Wyss (Flumenthal, CH),

Wir folgen der Losung von Friedhelm Gotze, welche weitgehend mit den meisten einge-
sandten Losungen iibereinstimmt: Die Frage, fiir welche natiirliche Zahl k der Ausdruck
k(k + 1)/2 eine Quadratzahl a2 ist, fiihrt zur Gleichung

k(k+1)

3 =2 = 2k +1)? -8 =1. (1)

Man hat also in
=8 =1 mit x=2k+1, y=ay, (2)

einen Sonderfall der Pellschen Gleichung. Ihre kleinste Losung ist (x1,1) = (3, 1), und
die wohl bekannte Theorie liefert alle Losungen:

BB+ (3—VB)" BV - (3B
Be= 5 s == W : (3)

Fiir grosse Werte n zeigen die 4, wegen

ENCERC Y CUNS
"= <1 <3+¢§>2n>

dasselbe asymptotische Verhalten wie die geometrische Folge

3+ \/§) denn lim <. 1.

by = ~———,
2\/§ n—00 bn
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Erginzung zu der Losung von Aufgabe 1175 (Heft 4, 2002, Seiten 176 und 177).
n—1 ;

Firn € Nund —1 # x € R sei pu(x) = [] (1 +x2 ) Man beweise oder widerlege
i=0

die Behauptung: Zu jedem 7 gibt es eindeutig bestimmte Koeffizienten a; (j = 2,

2n+1,...,2" und by (k=0,1,...,n—1), so dass

1 o . n—1 b
. (1) = _k
1+Pn(x) Zu] (1—-x) _Zlerzk.

j=2n k=0
Friedhelm Gotze, Jena, D

Zu dieser Aufgabe ist erst eine Teillosung erschienen. Jany C. Binz (Bolligen, CH), Stefan
Grieder (Ziirich, CH), Frieder Grupp (Schweinfurt, D) und Gerhard Wanner (Gengve,
CH) haben sich weitere Gedanken gemacht. Gerhard Wanners Methode ist die einfachste;
sie nimmt Bezug auf die in Heft 4, 2002, erschienene Teillosung: Die Idee ist, den Faktor
Pu(x) nicht hinaufzumultiplizieren, sondern ihn in die Summe Z?n:zﬂ a - (1—x)~1 zu
integrieren. Mit

o )
f) = —— S g (1 =)

m) &
erhilt die Gleichung der Aufgabenstellung die Form
L+ f(x) = bogo(x) + b1gi(x) + bago(x) + - - - + bp—18u—1(x),

wobei wir wissen, dass an der Stelle x = 1 der Funktionswert von f(x) und alle Ablei-
tungen bis zur Ordnung 271 — 2 Null sind. Die Funktionen g sind von der Form

1 1
§0) =y (m=2)
mit ) . )
_ = 7_& / :ﬂ 1" — w3 _ =
sh=5 gW=-7, W=7, ¢'1)=gm—m,
" 7_2 3 2 " 7_1 5 ﬁ 3
g"(1) = ™M tam, g1 = "+ g =6,

Jetzt brauchen wir nur diese Werte in die obige Gleichung einzusetzen. Fiir die Funkti-
onswerte erhalten wir nach Multiplikation mit 2

2=bo+bi+brs+ -+ bu.
Fiir die erste Ableitung ergibt sich nach Muliplikation mit —4

0 =0 +2by +4by +---+2"" b, ;.
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Die zweiten Ableitungen sind tatsichlich Vielfache der ersten, und wir kénnen diese
Gleichung weglassen. Fiir die dritte Ableitung brauchen wir nur den Term 7> zu behalten,
da das m bereits in der ersten Ableitung vorkommt:

0="bo+2°b; + 40y + -+ (2"1b,_1.

Die vierten Ableitungen sind wieder Linearkombinationen der dritten und ersten. Fiir die
fiinften miissen wir

0="by+2°by + 40y + - + (27 )b,y

hinzufiigen; und so geht das auch im allgemeinen Fall weiter. Das ist genau so, wie es
vom Aufgabenredaktor (Seite 177) vermutet wurde.

Jetzt braucht es natiirlich einen Beweis datiir, dass alle Ableitungen von ¢ an der Stelle
1 die obige Form haben, mit Polynomen in 7 und nur ungeraden Exponenten. Bevor
wir uns zu Tode differenzieren, schreiben wir

gh(x)=1 mit h(x)=x"+1, h=2,

W=m h'=mm-1), W =mm-1)(m-2),...
an der Stelle x = 1. Nun ist nach Leibniz
gh=1
Jh+gh =0
gllh+2g/h/+g 1" :0
g///h+3g//h/+3g/h//+gh/// _ O

Hier konnten wir die Ableitungen g’,g”,... der Reihe nach ausrechnen. (Wir sehen
bereits, dass es Polynome in m sind.) Aber wir machen es eleganter, mit einer Idee, die
von Euler stammt;

Mit den Zahlen

040:87 041:3/7 a2:g/,7 ﬁ0:h7 ﬂlzh/7 ﬁQZhN7
setzen wir die symbolischen Reihen an

aq an ﬁl 52
A(t):oz0+1—!t+2—!t2+~~~, B(t):ﬁ0+ﬂt+2—!t2+-~

Nun besagt obige Leibnizregel einfach, dass

A(t)-B(t) =1
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ist, und der binomische Lehrsatz mit den obigen Werten der 3’s liefert

B(t):2+ﬂt+w

T 3 4= 14+ 04+

Also ist A(t) = i »

oder entwickelt
1 m t m £ I t4

1 3 3
A et Rt Pt F — 3 Mot w3 _ = R s _ 23 — % Mo
(1) 777 1!+4 2!+<m m> 3!+< 2 +2m) 4!+ ;

und wir sehen die obigen Ableitungen erscheinen. Ersetzen wir jetzt m durch —m, so
ergibt sich
1 (1+pm 1

I+(+H ™ (A+bm+1l 1+ +pm

Wir sehen, dass A(t) mit Ausnahme des Termes % eine ungerade Funktion in m ist, und
der Beweis ist somit gefiihrt.
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