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Aufgaben

Neue Aufgaben
Losungen sind erbeten bis zum 10. August 2001 an:

Hansruedi Widmer, Boldistrasse 52, CH-5415 Nussbaumen
Aufgabe 1165: Wir vergleichen die Volumina folgender koaxialer Drehkdrper:
a) Zusammensetzung zweier Drehkegel mit Spitzen in N(0,0,1) resp. in 5(0,0, —1)
und dem Kreis k : x> +17 = 1,z = 0 als gemeinsamer Grundfliche,
b) Umkugel von a),
¢) Umzylinder von b),
d) Umhyperboloid (mit gleichseitiger Hyperbel als Meridian) von ¢),
e) Umzylinder von d).
Beim Vergleich der Resultate stellen wir eine stdrende Liicke fest. Gesucht ist ein schéner

Liickenbiisser.

Hans Walser, Frauenfeld, CH
Aufgabe 1166: W, ,, sei die Menge aller minimalen Gitterwege w, die im ebenen Gitter
von (0,0) nach (m,n) fithren (m,n > 1); ferner bezeichne z(w) die Anzahl der Ecken

(2,7) des Wegs w. Man bestimme a(m, n) = > z(w).
wewm,n

Jany C. Binz, Bolligen, CH
Aufgabe 1167 (Die einfache dritte Aufgabe): Fiir o;, 5 € R und N € N definieren wir
N N '
() = Y (-1F (§ )@ -+ 5K
k=0

Man bestimme die Werte von s(j) fir 0 < j <N.
Walther Janous, Innsbruck, A
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Lésungen zu den Aufgaben in Heft 1, 2000
Aufgabe 1153. Die Reihe

> (=DF [2nk
Snzz = ak ) neN
k=0
besitzt fiir n = 1,2, 3,4 die Werte:

51 =

1/
5215 1+\/§

S = é(\/quZ\/g)

s4_i(\/1+\/4+2ﬁ+\/1+\/4—2\/§>

Wie lautet s, allgemein? Man finde einen geschlossenen Ausdruck.
Friedhelm Gétze, Jena, D

Sil-

Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind 10 Zuschriften eingetroffen: Peter
Bundschuh (Kéln, D), Frieder Grupp (Schweinfurt, D), Walther Janous (Innsbruck, A),
O.P. Lossers (Eindhoven, NL), Daniel Neuenschwander (Lausanne, CH), Heinz-Jiirgen
Seiffert (Berlin, D), Paul Streckeisen (Ziirich, CH), Michael Vowe (Therwil, CH), Klaus
Zacharias (Bergfelde, D). Fine Losung war nicht gezeichnet.

Hans-Jiirgen Seiffert und Paul Streckeisen gehen von bekannten Integralwerten wie

i j= 1 /2
—/ cos®™ () dt = —< m)
™ ,7\./2 4m m

aus und finden nach Variablensubstitutionen diec Beziehung

w

1 /OO (1422

Sy = — _0071+(1+x2)” .

Auswertung mit Hilfe des Residuensatzes fiihrt sie zu

1 [1-(-1y 1
— | 14—
Sn =~ 2 +§ " amETE

Die iibrigen Loser gehen vor wie Pefer Bundschuh, wobei die Konvergenzfragen mit
unterschiedlicher Ausfithrlichkeit gekléart werden:
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Mit f(z) := (1 —4z)~'/2, wo der Hauptwert der komplexen Quadratwurzel genommen
sei, gilt in |z| < 1/4
o0 2 . .
s - ()7
=0 N\

Aus der wohlbekannten Formel
n—1 3
l Z eZm']'u/n _ 1 falls I’l|] .
n 0 falls ntj
ergibt sich fiir alle x € C mit |x| < 1/4

1 i =25 [ 1 snijoin | L[ 2nk\
;Zf(xe )~j20:<].> E;e % :Z<nk>x

v=0 k=0

Da die rechts stehende Reihe fiir x = %ef”/” mit der vorgegebenen, nach dem Leib-
nizkriterium konvergenten, unendlichen Reihe iibereinstimmt, gilt nach dem Abelschen
Stetigkeitssatz und der Definition von f

1 n—1

Sy = ; Z(l _ e(21/+1)7ri/n)71/2

v=0

fiir jedes n € N. Je nach Geschmack kann man das noch auf die reelle Form

cos((n — 1 —2v)m/4n)
Z V/2sin((2v + 1)7/2n)

oder

1 1— cos((n — 1 —2v)n/4n)
. 22 V/2sin((2v + 1)7/2n)

bringen.

Aufgabe 1154. Beweise: Die Fermatzahl f, = 22" 4 1 ist genau dann zusammengesetzt,
wenn ¢s mindestens zwei natiirliche Zahlen k gibt, fiir welche der Ausdruck

k2 . 22n+2 + k— 22”727174

das Quadrat einer natiirlichen Zahl ist.
Renate Golombek, Marburg, D
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Auswertung der eingesandten Loésungen. Es sind 6 Losungen eingetroffen: Jany
C. Binz (Bolligen, CH), Peter Bundschuh (Koln, D), Frieder Grupp (Schweinfurt, D),
Walther Janous (Innsbruck, A), Beat Schweingruber (Ziirich, CH), Heinz-Jiirgen Seiffert
(Berlin, D).

Wir betrachten die Losung von Walther Janous: Zunichst ist 22"~>"~* genau dann eine
natiirliche Zahl, wenn n > 4 gilt; weil f, fiir n = 0,1,2, 3 Primzahl ist und k? - 222
k —22"-2~4 fiir diese » nicht einmal ganz ist, ist die Behauptung fiir # < 3 korrekt,
und es kann ab sofort n > 4 vorausgesetzt werden. Zu studieren ist fiir natiirliche Zahlen
k und A die Gleichung

k2. p2n+2 Tk — 22"727174 — A2
kZ . 24Vl+6 + 2k . 22W+3 _ 22" —s (271+2 . A)Z
(k . 22n+3 + 1)2 _fn _ (2n+2 . A)2
(k-2 41272 A) (k- 2" 11422 A) = f, 1)

Man sieht, (indem man 1 - f, = £, setzt), dass (ko,Ao) = (2% 2,273 immer
Losung von (1) ist und dass dies die einzige Losung ist, welche auf die triviale Zerlegung
von f,, filhrt. Damit ist klar, dass, wenn (1) mehr als eine Losung hat, f,, zusammengesetzt
ist.

Es sei nun f, zusammengesetzt. Dann gibt es nach einem Satz von Lucas (siche [1])
natiirliche Zahlen A und g mit A < g, so dass

fa= (22 . X4+1)- (22 . p+1)

oder gleichwertig
A p= 2ﬂ+2(22"72n74 _ AM)~ (2)

Wir zeigen nun, dass sich aus diesen Zahlen A und x eine weitere Losung von (1)
gewinnen lasst. Dazu studieren wir das Gleichungssystem

2ﬂ+2.)\+1:k.22n+3+1_2ﬂ+2.A
2n+2~u+1:k‘22Vl+3+1+21’t+2~A

’

welches die rationale Losung (k;,A;) = (é,ﬁé‘, “T*A) besitzt. Sowohl k; als auch A;
sind ganzzahlig: Aus (2) folgt zundchst, dass A + u durch 2"*? teilbar ist, also k;
ganzzahlig ist. Weil die Summe A+ z gerade ist, ist es auch die Differenz o — A, was die
Ganzzahligkeit von A; sicherstellt. Man bestitigt leicht, dass fiir A, x € N diese Losung

von (ko,Ap) verschieden ist.

Literatur
[1] P. Bundschuh, Einfuhrung in die Zahlentheorie, 4. Aufl., Springer-Verlag, 1998, p. 140.
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1155 (Die einfache(?) dritte Aufgabe). Im gymnasialen Mathematikunterricht, der sich
an nicht mathematisch-naturwissenschaftlich orientierte Schiilerinnen und Schiiler richtet,
werden normalerweise die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen nicht
behandelt, und auch auf Techniken wie partielles Integrieren oder Substituieren wird
verzichtet.

Somit ist der Wert des Integrals fol V1 — x? dx zunichst nicht berechenbar. Interpretiert
man aber das Integral als Flacheninhalt eines Viertelskreises, so erhilt man sofort den

Wert 7 /4.
/1 dx 7
o 14+a2 4

Nun gilt aber auch
Wie kann mit elementaren Mitteln und den oben erwidhnten Defiziten dieses Ergebnis
veranschaulicht und begreifbar gemacht werden?

Michael Vowe, Therwil, CH

Auswertung der eingesandten Lisungen. Es sind 4 Zuschriften eingegangen: Walter
Burgherr (Rothenburg, CH), Frieder Grupp (Schweinfurt, D), Joachim Klose (Bonn, D),
Beat Schweingruber (Ziirich, CH).

Eine einfache Losung stammt von Frieder Grupp: Wir wenden die den Schiilerinnen
und Schiilern bekannte Kettenregel

flu(x))" = f'(u(x)) - v (x)

auf die folgende Situation an:

fo = [ 15w~ tantx)

Fiir die Ableitung von f(tan(x)) ergibt sich demnach

F(u(x) - o' (x) !

= m'(lﬂanz(x)): 1,

und somit ist f(tan(x)) = x+c fiir eine Konstante ¢, die wegen f(tan(0)) = 0 verschwin-
den muss. Aus f(tan(x)) = x folgt fir x = 7/4 das gewiinschte Resultat f(1) = 7/4.

Walter Burgherr argumentiert wie folgt: Bezeichnen O(0,0), A(1,0), B(0,1), X(x,0)
und Y (x + Ax,0) Punkte in einem orthonormierten kartesischen Koordinatensystem, so
wird durch die Integralfunktion x — fgc 1i—tt2 der Winkel a(x) = /OBX dargestellt. Es
gilt nimlich
1. «(0)=/0BO =0
2. Die Fliache des Dreiecks XYB lisst sich auf zwei elementare Arten berechnen, und
der Flichenvergleich liefert Ax/2 = /1 +x2+/1 + (x + Ax)? sin(Aa)/2, woraus

sin(Aa) 1
Ax T+ 22/1+ (x + Ax)?

folgt.
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3 do ~ lim Aa " lim Ao .Sin(Aoz)
' dx  Ax—0 Ax  Ax—osin(Ac) Ax

— fim — 2% fim ! ——
Aa—0 sin(Ac) Ax—0 /T +x24/1+ (x + Ax)? 1+x?

Aus [ 195 = a(x) ergibt sich speziell IS 4z = o(1) = LOBA = /4.
Joachim Klose betrachtet den Kreis mit Zentrum (0, 1), der dic Gerade durch den
Ursprung mit Steigung x beriihrt. Der Radius ¢ dieses Kreises erweist sich als o =
1/v/1+4 x2, so dass sich das gesuchte Integral als fol o*(x) dx deuten ldsst. Mit zwar
elementaren, aber aufwendigen Uberlegungen fiihrt er dieses Integral iiber in das Inte-
gral fow/ ¢ dy, wobei ¢ der Winkel zwischen der positiven Abszissenachse und der zur
Steigung x gehdrigen Geraden ist. Damit hat er auf geometrischen Weg die Substitution
x = tan(p) durchgefiihrt.

Beat Schweingruber fasst den Integranden als Summe einer nichtabbrechenden geo-
metrischen Reihe auf und integriert summandenweise. Durch Abschitzungen macht er
plausibel, dass die entstehende Reihe gegen einen Wert in der Nahe von /4 konvergiert.
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