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Ein Beitrag zu einem Problem von gerichteten Graphen

Kurt Schiitte

Kurt Schiitte wurde 1909 in Salzwedel geboren. Er studierte in Berlin und Gottingen
und promovierte 1933 als David Hilberts letzter Promovent. Von 1936 bis 1945
war er als Meteorologe tatig. Nach einigen Jahren im Schuldienst wurde er 1950
wissenschaftlicher Assistent in Marburg und habilitierte sich dort im Jahre 1952.
Nach Gastaufenthalten am Institute for Advanced Study in Princeton, an der ETH
Zirich und an der Pennsylvania State University folgte er 1963 einem Ruf an die
Universitit Kiel. Ab 1966 bis zu seiner Emeritierung war er dann an der Universitat
Minchen titig. Kurt Schiitte verstarb am 18. August 1998.

Der Arbeitsschwerpunkt von Kurt Schiitte war die Beweistheorie. Daneben hat er
auch tber die Grundlagen der Geometrie und tber algebraische Probleme gearbeitet.
Seine Monographie “Beweistheorie” wurde zum Standardwerk.

In Teil [2] meiner Dissertation hatte ich zur Konstruktion von endlichen Modellen fiir
gewisse priadikatenlogische Formeln einen gerichteten Graphen von 7 Elementen ge-
braucht, der die Eigenschaft hat, daB je zwei Elemente des Graphen auf ein Element des
Graphen gerichtet sind. Dies hatte mich zu der Frage gefiihrt, ob es fiir jede positive
ganze Zahl n einen endlichen gerichteten Graphen gibt mit der Eigenschaft, daB je »
Elemente des Graphen auf ein Element des Graphen gerichtet sind.

Als ich einmal in Oberwolfach Herrn Erdds diese Frage gestellt hatte, hat er mir nach kur-
zer Zeit mitgeteilt, er konne mit wahrscheinlichkeitstheoretischen Methoden beweisen,
daB es fiir jede positive ganze Zahl n einen derartigen endlichen gerichteten Graphen
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gibt. Seine in dieser Hinsicht erzielten Ergebnisse hat er in [1] erwahnt. Es handelt sich
hierbei um eine untere Schranke 2" — 1 und eine obere Schranke fiir die kleinste Zahl
f(n), fiir die es einen gerichteten Graphen von f(n) Elementen gibt mit der Eigenschaft,
dab je n Elemente des Graphen auf ein Element des Graphen gerichtet sind. Man hat
f(1) =3 und f(2) = 7. Im folgenden wird nun f(3) = 19 bewiesen und eine ab 1 = 3
stirker als 2" — 1 ansteigende untere Schranke fiir f(7) nachgewiesen.

Ein vollstindig gerichteter Graph G = (M, R) besteht aus einer Menge M von minde-
stens zwei Elementen und einer Relation R auf M x M derart, daB firkeinx e M x Rx
gilt und fiir je zwei verschiedene x, y € M genau eine der beiden Beziehungen x R y oder
y R x gilt. Fiir jeden vollstindig gerichteten Graphen G = (M, R) und jedes Element
¢ € M sei M./R die Menge derjenigen x € M, fiir die ¢ R x gilt.

Im folgenden bezeichnen k, m, n stets positive ganze Zahlen.

Definition 1 Wir sagen, dab ein vollstindig gerichteter Graph G = (M, R) die Ei-
genschaft E(m,n) hat, wenn es zu je m Elementen xi,...,x,, € M mindestens n
paarweise verschiedene Elemente y1,...,%, € M gibt mit x; R y; firi = 1,...,m
und j =1,...,n. f(m,n) sei die kleinste Kardinalzahl, fiir dic es einen vollstindig ge-
richteten Graphen von f(m,n) Elementen mit der Eigenschaft E (m,n) gibt. Wir setzen
f(m) = f(m,1).

Diese Definition von f(m,7) und von f(n) setzt nicht die Existenz von endlichen gerich-
teten Graphen mit der Eigenschaft E (1, 1) voraus, da offenbar die Menge aller natiirli-
chen Zahlen beziiglich der <—Relation einen vollstindig gerichteten Graphen bildet mit
der Eigenschaft E(m,n) fir alle m und n.

Lemma 1 f(1,n) >2n+ 1.

Beweis. G = (M, R) sei ein vollstindig gerichteter Graph von k Elementen, wobei k
kleiner als 271+ 1 ist. Dann ist die Anzahl (%) der Elementenpaare von M kleiner als k7.
Dabher gibt es mindestens ein ¢ € M derart, dah die Menge M. /R weniger als 7 Elemente
hat. Dann hat der Graph G nicht die Eigenschaft E(1,7). Somit ist f(1,1) > 2n + 1.

Lemma 2 f(m,n) >2" - (n+1)— 1.

Beweis durch Induktion nach m. Setzt man g(m,n) = 2™ - (n + 1) — 1, so erhélt man
g(l,n) =2n+1und glm+1,n) = 142 - g(m,n). Fiir m = 1 folgt dic Behauptung
aus Lemma 1. Sei nun G = (M, R) ein vollstindig gerichteter Graph von k Elementen,
wobei k < g(m+1,n) = 1+2-g(m,n) ist, dann ist die Anzahl () der Elementenpaare
von M Kkleiner als k - g(m,n). Daher gibt es mindestens ein ¢ in M derart, dab die
Menge M. /R weniger als g(m,n) Elemente hat. Diese Menge M, /R kann nach Indukti-
onsvoraussetzung nicht die Elementenmenge eines vollstindig gerichteten Graphen mit
der Eigenschaft E(m,n) sein. Hiermit ergibt sich, dab der Graph G nicht die Eigen-
schaft E (m + 1,n) hat. Somit hat jeder vollstiandig gerichtete Graph mit der Eigenschaft
E(m+ 1,n) mindestens g(m + 1,n) Elemente, womit dic Behauptung auch fiir m + 1
bewiesen ist.
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Lemma 3 Jeder vollstindig gerichtete Graph mit der Eigenschaft E(m + 1,1) hat die
Eigenschaft E (m,m + 2).

Beweis. G = (M, R) sei ein vollstindig gerichteter Graph mit der Eigenschaft E (m+1, 1).
X1,...,Xn seien m beliebige Elemente von M. M’ sei die Menge derjenigen y aus M,
fur die x1Ry, . .., xRy gilt. Diese Menge M’ ist aufgrund der Eigenschaft von G nicht
leer. Angenommen, sie enthalte weniger als m + 2 paarweise verschiedene Elemente.
Dann gibt es aufgrund der Eigenschaft E(m + 1,1) von G ein Element x,,; von M
mit yRXy,4 fir alle y aus M'. In diesem Fall gibt es kein y in M mit x;Ry fiir alle
i=1,...,m+ 1im Widerspruch zur Eigenschaft E(m + 1,1) von G. Somit enthalt die
Menge M’ mindestens #1 + 2 paarweise verschiedene Elemente, womit die Behauptung
bewiesen ist.

Fiir jede Primzahl p = 3 modulo 4 ist bekanntlich —1 kein quadratischer Rest modulo
p. Dann ist fiir je zwei verschiedene Elemente x,y des Primkorpers der Charakteristik
p genau eine der beiden Differenzen x — y oder i — x ein quadratischer Rest modulo p.
Wir kénnen daher vollstindig gerichtete Graphen O, von p Elementen folgendermalien
definieren.

Definition 2 Fiir jede Primzahl p = 3 modulo 4 sei K, der Primkorper der Charakte-
ristik p und Q, = (K, R) derjenige vollstindig gerichtete Graph, in dem fiir je zwei
verschiedene Elemente x,y € K, genau dann x R y gilt, wenn y — x ein quadratischer
Rest modulo p ist.

Offenbar hat der Graph Q; die Eigenschaft E(1,1). Mit Lemma 1 folgt f(1) = 3.
Bekanntlich hat der Graph Q; die Eigenschaft E(2,1). Mit Lemma 2 folgt f(2) =7.

Lemma 4 Der Graph Q;o hat die Eigenschaft E(3,1).
Beweis. Die quadratischen Reste modulo 19 sind
1,4,5,6,7,9, 11, 16, 17.

Ein quadratischer Rest ¢ heifie ausgezeichnet, wenn auch g — 1 ein quadratischer Rest
ist. Die ausgezeichneten quadratischen Reste modulo 19 sind 5, 6, 7, 17. Wir stellen
zunichst folgendes fest.

(1) Zu jedem von 0 und 1 verschiedenen Element ¢ von K;y gibt es einen ausgezeich-
neten quadratischen Rest 4 modulo 19 derart, daB ¢ R g in Qo gilt.

In Qo ergibt sich

2R6, 3R7, 4R5, 5R6, 6R7, TR5, 8R6, 9R7, 10R17, 11R17,
12R17, 13R17, 14R6, 15R7, 16R17, 17R5, 18R6,

womit (1) bestitigt ist.
Nach (1) gibt es quadratische Reste 4, 4>, ¢z modulo 19 mit

@ p=1+qp=ct+g.
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Seien nun x, y, z paarweise verschiedene Elemente von Kijo. Wir kénnen ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit annechmen, dab y — x ein quadratischer Rest modulo 19
ist. Dann sind fiir i = 1, 2, 3 auch r; = g; - (y — x) quadratische Reste modulo 19.
Hiermit ergibt sich, da Kjo ein Korper ist, aus (2) durch Multiplikation mit y — x

n=y—-x+rn=c (y—x)+rs.

Fiir ¢ = 2= folgt x + 7, = y + 1, = z + 3, womit dic Behauptung von Lemma 4
bewiesen 1st.

Theorem f(3) = 19.

Beweis. Nach den Lemmata 3 und 2 hat man f(3) > f(2,4) > 4-5—1 = 19. Mit
Lemma 4 folgt f(3) = 19.

Lemma 5 f(m+1)>2"-(m+3)— 1, wobei aufgrund von f(2) =7 und f(3) =19
fir m = 1 und m = 2 die Gleichheit gilt.

Beweis. Nach den Lemmata 3 und 2 hat man f(m+1) > f(m,m+2) > 2™ (m+3)—1.

Anmerkung Nach Lemma 5 ist f(4) > 47. Der Graph Q.7 hat jedoch nicht die Eigen-
schaft E(4,1), da zB. die vier Elemente 0, 1, 6, 25 von K47 auf kein Element von Q7
gerichtet sind. Vermutlich ist f(4) > 47.

Herrn Prof. Dr. Wolfram Pohlers, Herrn Hochschuldozenten Dr. Andreas Weiermann,
Frau Martina Pfeifer und Frau Anne Ermnst danke ich herzlich fiir die Durchsicht und
Niederschrift des vorliegenden Textes.
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