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Pflasterungen von Rechtecken mit Steinen vom Typ 1 x j

Eva Hiemer und Christian Korn

Eva Hiemer wurde 1977 in Erlangen geboren. Zur Zeit der Abfassung dieses
Beitrages war sie Schiilerin des Gymnasiums Herzogenaurach.

Christian Korn wurde 1974 in Fiirth/Bayern geboren. Wihrend seiner Gymnasialzeit
nahm er erfolgreich am Bundeswettbewerb Mathematik teil, beim Wettbewerb
“Jugend forscht” gewann er auf Landesebene einen Preis. Seit 1994 studiert er
Mathematik, zuerst in Erlangen und dann in Kaiserslautern.

1 Problemstellung
Betrachtet wird die folgende Fragestellung:

Gegeben sei ein n x m-Rechteck (n,m € N)und 1 x 1,1 x2,...,1 x k-Steine (beliebig
viele von jeder Sorte, k € N).

Gesucht ist die Anzahl der Moglichkeiten f(n, m, k), das n x m-Rechteck mit den Steinen
zu pflastern, d.h. so zu iiberdecken, da} es vollig bedeckt ist und nirgends zwei Steine
libereinander liegen. Dabei diirfen die Steine sowohl “vertikal”, also als 1 x j-Steine
(1 < j < k), als auch “horizontal”, also als j x 1-Steine verwendet werden. Dabei
gelten zwei Pflasterungen auch dann als verschieden, wenn sie sich durch Spiegelung
oder Drehung ineinander iiberfiihren lassen. So ist beispielsweise

mme Belnnil

f(2,2,2)=17 f(1,4,3)=7

Das mathematische Institut der Universitit Erlangen-Niirnberg veranstaltete wihrend
des Wintersemesters 1995/96 eine Arbeitsgemeinschaft fiir dreizehn- bis neunzehn-
jihrige Schiiler. Es sollten dabei “merkwiirdige Zahlenfolgen” untersucht werden.
Christian Ko, damals Student des zweiten Semesters, nahm an den Veranstaltun-
gen als Betreuer teil. Zusammen mit der Gynmnasialschiilerin Eva Hiemer bearbeitete
er die im Titel angegebene Fragestellung. Der vorliegende, von beiden gemeinsam
- verfasste Bericht enthilt die gewonnenen Resultate. jo, ust
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2 Allgemeiner Ansatz

Es wird sich zeigen, da} es notwendig ist, auBer Rechtecken der Breite # und der Hohe
m auch allgemeinere Formen zu betrachten. Ziel ist es zunichst, eine Rekursionsformel
zur Berechnung der Anzahlen der entsprechenden Pflasterungen zu erhalten.

2.1 Notationen
Dazu sei [xy,...,%,] fir v € N, x1,...,x, € Ny die Form, die durch horizontales
Aneinanderfiigen von 1 X xy,...,1 X x,-Rechtecken entsteht!).

[4,3,5,5,5,4]

Dabei werden die in [xq, ..., x,] enthaltenen 1 x xj-Rechtecke (1 < j < r) im folgenden
als Teilrechtecke bezeichnet. SchlieBlich sei g (k, [x1,. .., x;]) die Anzahl der moglichen
Pflasterungen von [x1,...,x,], wenn 1 x 1,1x2,...,1 X k-Steine zur Verfiigung stehen.

2.2 Herleitung einer Rekursionsformel fir g (k, [x;,...,x,])
Sei nun [x;,...,x,| vorgegeben und

m:=min{i € {1,...,r}: x; = max {x,...,x}},

d.h. m gibt die Nummer des Teilrechtecks von [xi,...,x,] an, das maximale Hohe hat
und unter den Teilrechtecken maximaler Hohe das am weitesten links angeordnete ist.
Im obigen Beispiel mit [xy,...,x,] = [4,3,5,5,5,4] wire also etwa m = 3 und x,,, = 5.

Falls [xy,...,x,] nicht ein “Nullrechteck”[0, ..., 0] ist, so folgt x,, > 1.
Nt o’

r Stiick
Bei einer moglichen Pflasterung von [xg,...,x,] ist das oberste Kistchen des 1 X x,-
Teilrechtecks entweder durch einen 1 x 1-Stein bedeckt oder durch einen 1 x j-Stein

Beispiel mit k =4

1) Sofern nicht anders angegeben, sind alle Variablen aus dem Wertebereich N.
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Offenbar gibt es gerade

g(ka [xlv'--axm—lvxm - laxm—{-l)"':xr])

Pflasterungen von [xi, ..., x,], bei denen die Spitze des 1 x x,,-Teilrechtecks durch einen
1 x 1-Stein bedeckt wird. Teil eines vertikalen 1 x j-Steines (2 < j < k) kann diese
Spitze nur dann sein, wenn x,, > j erfiillt ist; hierfiir gibt es dann

Sk, [xX1, oy X1, X — Jy Xty -5 X))

Moglichkeiten. Auch Teil eines horizontalen j x 1-Steines (2 < j < k) kann die Spitze

des 1 x xp-Teilrechtecks nur dann sein, wenn eine Nebenbedingung erfiillt ist; diese
lautet nun

xm+1 = ... = xm+]._.] == xm.
Hierfiir gibt es dann

gk, X1, Xty X — L X — 1, Xy — L Xmgjy oo Xr])
Moglichkeiten.
Damit ergibt sich die Rekursionsformel

g(kv [xlv"'vxr}) :g(k7 [xla'-'axm—laxm — 1axm+19"'7~xr])

min{k,x,, }

+ > gk X Xty X =y Xmt - X))
j=2

mm{ k,max {1 1+m—1<r
Axm= =Xy, _1}}

+ Z g(ka[xla"'axm—laxm_11"')xm+j—1—laxm+j7""xr])
j=2
min{ k,x,, }

- Z g(k:[x17~--axm—laxm*j7xm+1>--'7xr])
j=1

mn{ k,max{1 t+m—1<r
AXm= =Xmy; 1}}

+ Z g(k’[xla"'vxm—lvxm—15"'axm+]'—l—*laxm+j7""xr])' (1)
j=2
Da durch diesen Zusammenhang g (k, [xi,...,x,|) zuriickgefiihrt wird auf die Berech-
nung von Werten g(k,[yi,...,¥%]) mit 0 < Z;:] y < Z;:] x; und offensicht-
lich g(k,[0,...,0]) = 1 fiir alle k,r € N gilt, ist g(k,[x,...,x,]) damit fiir alle
N otrmses’
r Stiick

k,r e N xy,...,x, € Ny eindeutig berechenbar.

Dieser Algorithmus ist auch ohne Probleme in ein Computerprogramm umsetzbar —
hierfiir empfiehlt sich MAPLE mit Verwendung der “OPTION REMEMBER”, da dann
schon berechnete Zwischenergebnisse nicht noch einmal berechnet werden miissen, was
gerade hier sehr effizient ist. So benétigt auf einem 80486er die Berechnung des Wertes

2(5,[15,15,15,15,15]) = 1438987500321267955360615

nur etwa 3 Minuten.
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Die Berechnung kann noch verkiirzt werden, wenn man die (offensichtlichen) Zusam-
menhinge

gk, [x1,...,x]) =g (k,[xr,...,x1])
bzw.
gk, fxr,...,x]) = g(k,[x1,...,xj—1]) - g (k, [Xjs1,- -, X¢])
im Falle x; = 0 ausnutzt.
Die Abbildung
f:(nmk)— gk, [m,... m])
|
n Stiick
liefert somit die Antwort auf das eingangs gestellte Problem.

Insbesondere gilt f(n,m, k) = f(m,n, k).

3 Spezialfille

3.1 Pflasterung mit 1 x 1-Steinen
Stehen nur 1 x 1-Steine zur Pflasterung zur Verfiigung, so liegt ein trivialer Sonderfall
vor: Offensichtlich ist f(n,m, 1) = 1 fiir alle n,m € N.

3.2 Pflasterungen eines 1 x n-Rechtecks

Im Falle eines nur eine Einheit breiten Rechtecks kann die zweite Summe in Formel (1)
weggelassen werden, da liegende Steine, die nicht die Grofe 1 x 1 haben, nicht auftreten
konnen (die zweite Summe in (1) wird dann Null, da die Obergrenze immer hochstens
gleich ¥ =1 ist).

Ferner gilt m = 1, es ergibt sich also

min{k,x}
g(k,[x]) = Z g(k,[x—jl)
j=1

a’
> gk x—j) k<x
j=1

x—1 (2)
Sgk ) k>x>0
j=0

I
o

L1 X

3.2.1 Pflasterungen eines 1 x n-Rechtecks mit 1 X 1-und 1 x 2-Steinen. Setzt man in
(2) k = 2, so erhidlt man

8(2’ [x - 1]) +g(2’ [x - 2]) x>2

8(2, [x]) = { 8(2,[0)) x=1
1 ¥ =0
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Somit gilt g(2, [0]) = g(2,[1]) = 1 und

8(2,[x]) =8(2,[x — 1)) +8(2, [x - 2])

fir x > 2. Dieselbe Rekursionsformel mit den gleichen Anfangswerten erfiillen die
Fibonaccizahlen f, fiir n € Ny. Somit folgt

8(2,[x]) = fx
fiir alle x € Ny.

3.2.2 Pflasterungen eines 1 x n-Rechtecks mit 1 x 1,...,1 x k-Steinen (k > 2). Ahnlich
wie in 3.2.1 erfiillen hier die Werte g(k, [x]) die Beziehung

k

gk, [x]) = > g(k,[x — f]) (3)

f=1

im Falle x > j. Fiir x < k gilt

8(k, [x]) = g(k —1,[x]), (4)

da dann keine 1 x k-Steine auftreten konnen.

Tabelle 1 zeigt einige Werte, die mit den bislang gefundenen Formeln berechnet wurden.

X
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16|32
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Tabelle 1~ Werte g(k, [x])

Es fillt auf, daB
gk, [x]) =2 (5)
fiir 1 < x < k gilt. Dies kann leicht durch vollstindige Induktion bewiesen werden:

Induktionsanfang: Fiir k = 1 ist g(1,[1]) = 1 = 2°, also ist die Behauptung in diesem
Falle richtig.

Induktionsannahme: Die Behauptung sei nun richtig fiir ein k € N.
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Induktionsschritt: Falls 1 < x < k, so ist nach (4) und der Induktionsannahme

gk, [x]) = g(k — 1, [x]) = 27",

also ist dann die behauptete Formel richtig.
Fiir x = k gilt

k
KDZY " 8(k, [k — )

j=1

?T‘

Ind Ann.

" 21 4 g(k, 0]
jed
=2k 2041 =2k

also ist die Formel auch in diesem Falle richtig.
Ebenfalls durch vollstindige Induktion nach k kann man zeigen, daf3

glk, [k +1)) =2F -1

und
gk, [k +2]) =25+ —3

gilt.
Im Induktionsschritt des Beweises zu (5) wurde

8(k, [k]) =

gezeigt. Dies kann auch direkt abgeleitet werden:

Zu pflastern ist ein 1 x k-Rechteck, wobei alle Steine, die darin Platz finden, zulédssig
sind. Nun gibt es gerade k — 1 Stellen, an denen zwei Steine aneinandergrenzen kénnen.
Notiert man fiir jeden dieser k — 1 Uberginge eine 0, falls kein Stein dort endet, und
eine 1, falls ein Ubergang zu einem anderen Stein stattfindet, so erhilt man eine (k —

stellige Binarzahl.

Umgekehrt kann aus jeder (k — 1)-stelligen Binérzahl eine zuléssige Pflasterung gewon-
nen werden, indem an jeder Stelle, an der eine 1 steht, ein neuer Stein begonnen wird.
Offensichtlich erhilt man so eine eindeutige Beziehung zwischen den Pflasterungen des
1 x k-Rechtecks mit 1 x 1,...,1 x k-Steinen und allen (k — 1)-stelligen Binérzahlen.

Da es genau 25! solche Binirzahlen gibt, folgt die Behauptung.

3.3 Pfiasterungen eines 2 x n-Rechtecks mit 1 x 1- und 1 x 2-Steinen
Im folgenden sei stets n > 4. Fiir k = 2 liefert (1) dann

8(2,[n,n]) =g(2,[n—1,n]) +g(2,[n —2,n]) +g(2,[n — 1,n - 1]);
hn—1,n)=g02,[n—1,n—-1]) +g2,[n—1,n—2]);
[

8(2, )
n—2,n)=g2,[n—2,n—-1]) +g2,[n—2,n-2]).

(2,
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Setzt man zur Vereinfachung a, := g(2, [n,1]), b, := g(2,[n— 1,n]) und ¢, := g(2, [n —
2,n]), so erhilt man

p =by,+cp+a,_y, (6)
by =a,_1 +by_1, (N
Cn =bn—1 +an . (8)
Einsetzen von (8) in (6) liefert
Oy =bp_1 + by + ay_1 +an_2 (9)
und Subtraktion von (7) und (9) fiihrt zu
Ay = 2b, + a,_»
oder
bn = ‘_ZL—Q‘QL—Z’ (10)

womit durch zweimaliges Einsetzen von (10) in (7) (wobei b,, und b,,_; ersetzt werden)
die Rekursionsformel

an = 3ay_| + a2 — Ap_3
folgt.
Die Anfangswerte dieser Rekursion sind a; = 2,4, = 7 und a3 = 22.
Auf dhnliche Weise erhilt man fiir y, := g(2, [n,n,n]), also fiir Tiirme der Breite 3 und
1 x 1- sowie 1 x 2-Steine die Rekursionsformel
Yn = 4Yy—1 + 14Yy 2 — 10y 4 + Yu—s,

mit z, := g(2, [n,n,n,n]) erhilt man fiir Tiirme der Breite 4 die Gleichung

Zy =92y_1 +412,_» — 412,35 — 1112,_4 +91z,_5

+29z,_6¢ — 23247 — Zy_g + Zn—9g.

Die Anfangswerte konnen Tabelle 2 entnommen werden.

Hohe n | g(2,[n,n]) | g2, [n,n,n]) | g2,[n,n,n,n]) | g2, [n,n,n,n,nj)
1 2 3 5 8
2 7 22 71 228
3 22 131 823 5096
4 71 823 10012 120465
5 228 5096 120465 2810694
6 733 31687 1453535 65805403
7 2356 196785 17525619 1539222016
8 7573 1222550 211351945 36012826776
9 24342 7594361 2548684656 842518533590
10 78243 47177097 | 30734932553 | 19711134149599

Tabelle 2  Einige Werte fiir Pflasterungen mit 1 X 1- und 1 x 2-Steinen

Nach dieser Methode konnen natiirlich auch fiir g(k, [n,...,n]) mit m > 3 Rekursions-
formeln gefunden werden — der dazu notige Aufwand steigt allerdings schnell an.
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4 Abschitzungen
Ziel dieses Abschnitts ist es, Konstanten a;,4,, ... zu finden, die eine Abschitzung von
f(n,m, k) der Form

f(n,m, k) <ay™ (11)
zulassen.

Dies soll fiir alle n,m € Ny, also insbesondere fiir n = m = 1 gelten, womit
L= f(1,1,k) <a}' = o (12)

fiir alle k € N gelten mu8.

Um nun eine Bedingung zu erhalten, die es ermoglicht, eine einfache Forderung an ay
stellen zu konnen, fordern wir

r
2%
1=1

g(k,[x1,...,x]) <af

(13)

fiir alle » € N und xq,...,x, € Ny. Wegen

f(n,m, k) =g(k,[m,...,m])
n Stiick

ist dies hinreichend fiir die Giiltigkeit von (11).

Die Richtigkeit von (13) bei geeignetem a; soll durch Induktion nach der Hohe x,, der
“Spitze” — vgl. 2.2 — gezeigt werden.

Der Induktionsanfang ist wegen

immer erfiillt.

Fiir die Induktionsannahme gelte nun

g(k>[x19' s Xm—1yXmy Xm+1y - - - ,xr]) S ak

fiir ein x, € N und x; < x,, fiir alle j € {1,...,7}.

Im Induktionsschritt ist nun

g(ka[xl»---,xm—l,xm + 17xm+1>---7xr]> >~ Uy

zu zeigen.



El. Math. 51 (1996) 169

Wegen (1) folgt unter Verwendung der Induktionsannahme

min{k,xm+1} (i:x,) —j+1
g(kv[xla"'7xm—17xm+laxm+]a"'7xr])S Z ag =
j=1

min{ k,max{i:i+m—1<rAXp=...=Xpp,—1 } } (Z x,) —j+1

+Z a

j=2
k ( xl> —j+1 k ( x1> —j+1
1=1 1=1
<> +) 4
j=1 j=2
X; k—1 ( xr) -]
=a; +2) a"

Hinreichend dafiir, da a; die Ungleichung (13) erfiillt, ist also

S x k—1 (Zx) ~j (Z’“)“
a;{:l _|_2Za 1=1 S a 1=1 .

k k
(i x:) —k+1
1=1

Division durch a, (wegen ax > 1 nach (12) ist dies immer ohne Vorzeichen-
beachtung zulissig) liefert

j=1

k—1 k—j—1 k
ay +2Zak < ay.
j=1

Somit erfiillt die kleinste Nullstelle des Polynoms
k—1 .
af —ak=! ZZai—]“l,
j=1
die groBer oder gleich 1 ist, die Ungleichung (13).
Im Falle k = 2 etwa ist also das Polynom
a% —ay —2

zu betrachten, dessen kleinste Wurzel, die im Bereich [1, oo[ liegt, gleich 2 ist. Es folgt
also
f(n,m,2) <2™™.
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Fiir k = 3 erhilt man das Polynom

@ — a3 —2a3 — 2

mit einer Nullstelle bei

P (37+ 3@)2/3 +7+ (37+ 3\/1_14‘)1/3

a3 = — -

3 (37 +3vTH4) v

Im Falle k = 4 betrachtet man
dy — a3 —2a3 —2a4 — 2
mit Nullstelle

1 (35+3vI9) " +442(35+ 3v129) "
4=x- .

3 (35 + 3v129)

In Tabelle 3 sind einige Naherungswerte fiir k zwischen 2 und 6 aufgelistet.
k2] 3 | 4 | 5 | 6
ar |2 12,2695 23593 |2,3925 |2,4054

Tabelle 3 ~ Niherungswerte fiir ay

Damit sind insgesamt einige Fragen beantwortet — allerdings erschlieft sich natiir-
lich sofort ein weites Feld weiterer Verallgemeinerungsmoglichkeiten. Insbesondere der
Beschrinkung auf Steine der Form 1 X j ist die noch iiberschaubare Form der Rekur-
sionsformeln zu verdanken; allgemeinere Steine erfordern wesentlich mehr Uberlegung,
insbesondere dann, wenn man auch Formen oder gar Steine mit “Lochern” zulafBt.
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