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Identitaten bei den Stirling-Zahlen 2. Art aus
kombinatorischen Uberlegungen beim Wiirfelspiel

Roland Wyss

Roland Wyss studierte Mathematik an der ETH Ziirich, wo er 1970 bei Max Jeger
iiber ein Thema der Differentialgeometrie doktorierte. Seither unterrichtet er Mathe-
matik an der Kantonsschule Solothurn. Es war ihm immer ein Anliegen, als Lehrer
‘mathematisch fit’ zu bleiben. Aus diesem Bemiihen entstanden eine ganze Anzahl
von Vortragen und Zeitschriftenartikel iiber die Behandlung neuer Themen in der
Schule. In seiner Freizeit erholt er sich beim Klavierspielen, beim Kunstschmieden
oder einfach beim Grasmihen mit der Sense.

In dieser Notiz soll das Potential kombinatorischer Methoden zur Gewinnung algebrai-
scher Beziehungen an einem elementaren Problem der Wahrscheinlichkeitsrechnung vor-
gefiihrt werden, indem dieses auf mehrere Arten gelost wird.

Man betrachtet einen hypothetischen w-Wiirfel mit w > 2 gleichwahrscheinlichen Aus-
fillen E,, E,, ..., Ey; also kurz die Augenzahlen “1”, “2”, ..., “w”. Als Modell eignet
sich auch das in w gleiche Sektoren eingeteilte und zufillig stillstehende w-Gliicksrad aus
[1], p. 60. Die Wahrscheinlichkeit p(n,w) fiir das erstmalige Auftreten aller w Merkmale
(Augenzahlen) nach genau n > w Versuchen wird jetzt auf drei Arten berechnet.

1. Art: Bezeichnet Z; (0 < i < w) den Zustand, dass schon i verschiedene Augenzahlen
in der Versuchsreihe aufgetreten sind, so entnimmt man aus dem Graphen der Figur 1,

Der erste Schmt zur Lésung eines Problems ~ nicht nur eines mathematischen ~ besteht
in der Regel darin, die Situation von verschiedenen Seiten her zu studieren und dann
 verschiedenartige Losungsansiitze durchzuprobieren, Denn auch in den Fillen, in denen
das Problem nicht vollstindig geldst werden kann, fithrt ein Vergleich der verschiedenen
L8sungsansiitze unweigerlich zu einer besseren Einsicht. In der Mathematik ist diese
Erfahrung alltiiglich; sie ist aber mit Sicherheit nicht auf die Mathematik beschriinkt,
Und so konnte der mathematische Unterricht ein Ort sein, wo diese ganz aflgemein
niitzliche. Gnmﬁetfahmng beispielhaft illustriert werden kann, — Im vorliegenden Bei-
i ttag geht Roland Wyss ein kombinatorisches Problem auf mehrere verschiedene Arten
an, ‘und = wen wundm 87 =~ em Whﬁa&s&nﬁex V%rgiﬁxeh der Resultate filhrt 2u neuen
‘ Es'insic:man% ;:st
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wo die Ubergangspfeile mit den Anzahlen der noch moglichen Fille beschriftet sind,
nach dem Prinzip des Ein- und Ausschaltens ([2], p. 159):

e e e
e

denn nach n — 1 Spielen soll der Zustand Z,,_, erreicht sein und da betrédgt die Wahr-
scheinlichkeit (%-1)"~!, dass beispielsweise die Augenzahl “1” fehlt, und

w—1\ (w-2\""
() (57
ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Fehlen einer weiteren Augenzahl (ausser “1”) und
muss daher subtrahiert werden u.s.f. Die Multiplikation mit w steht fiir die Betrachtung
einer anderen fehlenden Augenzahl als die “1” und 1/w ist die zu multiplizierende Wahr-
scheinlichkeit fiir das Auftreten der einzigen noch fehlenden Augenzahl beim n-ten Wurf

(fiir den Ubergang vom Zustand Z,_; in Z). Man erhélt somit fiir die Wahrscheinlich-
keit, nach genau n Spielen (n > w) erstmals einen vollstdndigen Satz der Augenzahlen

“17, “27,...,“w” zu erhalten, den Ausdruck
— w—1\ (w—-1-i\""
= —1)! ) _— , 1
plr) = S0 () (55 ) 0

welcher iibrigens fiir alle n mit 1 < n < w verschwindet, wie man im néchsten Abschnitt
sehen wird.

Beispiel 1: Mit welcher Wahrscheinlichkeit stand ein regulédres Tetraeder beim sechsten
Wurf erstmals auf jeder seiner vier (numerierten) Seitenflidchen?

=06 -0 G- O6

= = ~ 0.1465
43 512
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2. Art: Will man im Graphen der Figur 1 vom Zustand Z; in genau n Ziigen erstmals
in den Zustand Z,, gelangen, so miissen die ersten n — 1 Ziige ein (n — 1)-Tupel von
Augenzahlen bilden, in dem noch eine einzige Augenzahl “i” fehlt, wihrend alle anderen
w—1 Augenzahlen mindestens einmal auftreten. Dies fiihrt aber genau auf alle surjektiven
Abbildungen der Menge {1,2,...,n—1} auf die Menge {1,2,...,w}\{i}, deren Anzahl
nach [3], p. 65 (w — 1)! - S(n — 1,w — 1) betrédgt, wo S(-,-) die bekannten Stirling-
Zahlen 2. Art bezeichnet, (vgl. auch [4], p. 204). Nach der Multiplikation mit w fiir die
w Moglichkeiten der genau im n-ten Zug erstmals auftretenden Augenzahl “i” und der
Division durch die insgesamt moéglichen w” Fille erhilt man

p(n,w):;v—i-S(n—-l,w-1). (2)

Nach [4], p. 204 verschwinden diese Zahlen, wenn die erste Variable kleiner als die
zweite ist.

Beispiel 2: Mit welcher Wahrscheinlichkeit erreicht man beim Wiirfeln beim siebten
Spiel erstmals alle Augenzahlen?

Aus den Tabellen fiir die Stirling-Zahlen ([4], p. 310) entnimmt man

6! 6! 25
6) =—- 5)=—=-15= — = 0.0386.

3. Art: Um im Graphen der Figur 1 vom Zustand Zj in den Zustand Z,, zu gelangen,
sind fiir n > w Versuche sicher die mit w,w —1,...,3, 2, 1 beschrifteten (oberen) Pfeile
— dies ergibt w! Fille — und die (::5]) Kombinationen mit Wiederholungen der w — 1
Beschriftungszahlen 1,2, ..., w — 1 der unteren Pfeile (in aufsteigender Reihenfolge) zur
Klasse n — w zu durchschreiten, so dass nach Division mit der Anzahl w" der insgesamt
moglichen Fille das Resultat

w! . .
p(n7w) — E; . Z ji-j2- . o (3)

15j1§"'$in—wa~1
gewonnen wird. Fiir n = w ist die (leere) Summe durch 1 zu ersetzen.

Beispiel 3: Eine Firma versieht jede Schokoladentafel unter der Verpackung zufillig mit
genau einem Konterfei aus einer Auswahl von fiinf populédren Fussballern. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit hat man genau beim Kauf der siebten Schokolade erstmals einen
vollstdndigen Satz der Fussballer-Bildchen?

5! .
p(1,5) =5 > qih

1<j1 < <4
|
:%-(1-1+1-2+1-3+1-4+2.2+2-3+2-4+3-3+3-4+4-4)
51 312

=2 .65
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Auswerten der Ergebnisse: Der Vergleich der Resultate (1) (2) (3) ergibt nun fiir w > 2,
n > w die algebraischen Identitdten

1 XK w-1 .
m;(—u( l, )(w-l~z) '=Sm—1,w—1) “

= > jioase jrw-

15j1§"'£jn~wsw”l

Das erste Gleichheitszeichen ist die bekannte, geschlossene Darstellung der Stirling-
Zahlen 2. Art ([3], p. 65). Der rein rechnerische Beweis der ungewohnten zweiten
Gleichheit in (4) sei der fleissigen Leserschaft iiberlassen.

Von weiterem Interesse ist die mittlere Spieldauer, um beim w-Wiirfel erstmals einen
vollstidndigen Satz der Augenzahlen “1”,“2”,...,“w” zu erhalten. Dieser Erwartungswert
soll wiederum auf zwei verschiedene Weisen ermittelt werden.

1. Art: Ist X; die Wartezeit, um im Graphen der Figur 1 vom Zustand Z; zum Zustand
Ziy1 zu gelangen (0 < i < w — 1), so ist der Erwartungswert der Kehrwert der Uber-
gangswahrscheinlichkeit, da es sich hier um eine geometrische Verteilung handelt, also
E(Xi) =w/(w —1i) (vgl [1], p. 69). Da die Zufallsvariablen X; unabhingig sind, folgt

w—1 w—1 w—1
w 1 1 1
E(Zax> gE(X) > w(w+w_l+ +5+ )

Die mittlere Wartezeit bis zu einem vollstindigen Satz der w Augenzahlen betrdgt beim
w-Wiirfel

1 1 1
— . — 4o — ) 5
E=w (1+2+3+ +w> (5)

Beim Spielwiirfel ist beispielsweise E = 6(1+ 3 + - + 3) = & = 14.70.

2. Art: Bezeichnet Y; (0 < i < w) die mittlere Anzahl Wiirfe, um vom Zustand Z; zum
Zustand Z,, (Ziel) zu gelangen, so entnimmt man wieder aus dem Graphen der Figur 1
das Gleichungssystem

Yo=1+2.1,

w

1 w—1
Y1:1+—-Y1+———“ Y,

w w

2 w-—2
Y2:1+-——'Y2+—“‘—— Ys

w

w-—1 1

Yw—l 1+*"‘u_}‘_‘Yw-—l+‘“‘ Yw
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oder umgeformt

1 -1 0 0 0 0 Yo =

0 1 -1 0 0 0 Y; i

S B : : = ; (6)
0 0 0 O 1 -1 Y, @

0 0 0 O 0 1 Y, 0

das durch Riickwirtseinsetzen aufgelost werden kann.
Der Vergleich mit (5) ergibt dessen Losung

w—1 w—1
'lelgE(X])zgw—:—]— fur1:0,1,...,w——1 und Yw:

in geschlossener Form.

Auswerten der Ergebnisse: Da sich der Erwartungswert E der Wurfzahlen fiir einen
vollstidndigen Satz der Augenzahlen neben (5) auch vermége (2) durch

E =Zn-p(n,w) :Zn- &—);S(n— Lw—1)
n=w n=w

berechnen ldsst, wird man auf die eigenartige Beziehung

o0

11 1
(w——l)!-Z%S(n—l,w—l)z1+§+§+---+—ZE (7)

n=w

fiir die Stirling-Zahlen 2. Art gefiihrt. Ein rechnerischer Nachweis von (7) soll als
Ubungsaufgabe gestellt sein.
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