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Infinite perfekte Dreieckszerlegungen
auch fiir gleichseitige Dreiecke

Bernhard Klaaf3en

Bernhard Klaaflen studierte Mathematik und Informatik in Miinchen und Bonn. Zur
Zeit ist er wissenschaftlicher Mitarbeiter bei der Gesellschaft fiir Mathematik und
Datenverarbeitung (GMD) in St. Augustin, wo er kiirzlich seine Dissertation zu
einem Thema aus dem Bereich Schaltkreissimulation fertiggestellt hat.

1 Vorgeschichte

Die Bezeichnung “perfekte Zerlegung” stammt aus einer klassischen Arbeit von Brooks
et al. [Bro40], in der die Zerlegung von Rechtecken in paarweise inkongruente Quadrate
untersucht wurde und der Begriff perfectly squared square fiir solche Objekte geprigt
wurde, wie man sie beispielsweise auf dem Deckblatt des Journal for Combinatorial
Logic betrachten kann.

Spiter untersuchte W.T. Tutte (einer der Mitautoren von [Bro40]) die analoge Fragestel-
lung fiir Dreieckszerlegungen (siehe [Tut48], [Bro75]). Dieses Problem erwies sich als
etwas hartnickiger, denn es zeigte sich, daB} die Zerlegung eines konvexen Polygons in
paarweise inkongruente gleichseitige Dreiecke nicht moglich ist, wenn man von diesen
nur endlich viele zuldBt. Eine solche “lokal finite” Zerlegung (d.h. in jeder Umgebung je-
des Punktes liegen nur endlich viele Elemente der Zerlegung) ist auch fiir die euklidische
Ebene ausgeschlossen [Sch83].

Die Frage nach der Existenz einer Zerlegung eines Polygons in paarweise nichtkon-
gruente Quadrate oder gleichseitige Dreiecke hat schon 6fter das Interesse von Mathe-
matikern auf sich gezogen (siche die am Ende des vorliegenden Beitrages angegebene
Literatur). Schon 1948 hat z.B. W.T. Tutte nachgewiesen, dafl es nicht moglich ist, ein
gleichseitiges Dreieck in endlich viele nichtkongruente gleichseitige Dreiecke zu zerle-
gen. Ob Zerlegungen mit unendlich vielen Teildreiecken existieren, war bis anhin eine
offene Frage. Natiirlich werden unendliche Zerlegungen (mindestens) eine Singularitit
aufweisen miissen; Es gibt Punkte, in deren Umgebung sich die Teildreiecke héaufen.
In der vorliegenden Arbeit konstruiert Bernhard KlaaBen eine derartige Zerlegung mit
drei Singularititen. Eine geringe Modifikation liefert schlieBlich auch eine Zerlegung
der ganzen Ebene in paarweise nichtkongruente gleichseitige Dreiecke, bei der nur eine
Singularitét auftritt, ust : '
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Abb. 1

Bei nichtgleichseitigen Dreiecken wurde die Frage nach perfekten Zerlegungen in
[Buc81] und [Kai91] (unabhingig voneinander) vollstindig beantwortet.

Aber sowohl im Standardwerk iiber Zerlegungen [Grii87] als auch in einem neueren
Artikel zu diesem Thema [Tuz91] wurde als offenes Problem formuliert: Gibt es fiir
die euklidische Ebene oder ein gleichseitiges Dreieck eine Zerlegung in abzihlbar viele
— paarweise inkongruente — gleichseitige Dreiecke, wenn endlich viele Punkte erlaubt
sind, an denen die Zerlegung nicht mehr lokal finit ist?

Bei genauerer Betrachtung mufl man hier unterscheiden, ob diese singulidren Punkte zum
Rand eines Teildreiecks gehoren, oder keinem Teildreieck zugeordnet werden konnen. (In
[Grii87] sind Beispiele fiir beide Arten von Singularitidten angegeben.) Bei den folgenden
infiniten Zerlegungen handelt es sich stets um den zweiten Typ.

2 Dreieckszerlegung der Ebene mit einer Singularitat

In diesem Abschnitt soll eine Zerlegung der euklidischen Ebene in paarweise inkongru-
ente gleichseitige Dreiecke mit einem singuldren Punkt vorgestellt werden. Man betrachte
dazu die Abbildung 1.

Ausgehend vom Dreieck mit der Kantenlédnge 1 sind die gegen den Uhrzeigersinn an-
geordneten Dreiecke jeweils um den Faktor z vergroflert. z > 1 soll nun so gewihlt
werden, daB3 das fiinfte Dreieck mit seiner Ecke B wieder das erste Dreieck im Punkt

A beriihrt. DaB dies moglich ist, zeigen die folgenden Gleichungen fiir den Weg von A
nach B:

y-Koordinate:

%\/5(2-1—22——24):04:)0:23-—2—»1::pl(z) (1)
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Abb. 2

x-Koordinate:
72 4

1+§“3—z3+%:0@0=z4-2z3«—z2+z+2::r)z(2) (2)

Durch Polynomdivision zeigt sich, daB p; Teiler von p, ist, weshalb

L (1 4—\/23/27>'/3+ (1 - \/23/27)1/3
0 — "‘—__2—“_—‘ - A 5

2

die positive Nullstelle von p;, beide Gleichungen erfiillt und sich das in Abbildung 2
gezeigte Bild ergibt.

Multipliziert man p; mit z> — z + 1, so erhilt man

1
25—24—120@2:24-—23 (3)

Aus (3) folgt, daBB das von den 5 Dreiecken in Abbildung 2 umspannte Fiinfeck dem
duBeren Fiinfeck dhnlich ist (mit einem VergroBerungsfaktor z3). Also 148t sich die Figur
nach innen und auBlen rekursiv fortsetzen (sieche Abbildung 3):

Wir konnen diesen Abschnitt zusammenfassen zu

Satz 1: Die euklidische Ebene ldft sich in abzdhlbar viele, paarweise inkongruente,
gleichseitige Dreiecke zerlegen, wenn ein singuldirer Punkt zugelassen ist.

Bemerkung: Diese Zerlegung ist analog auch mit einem beliebigen nichtgleichseitigen
Dreieck durchfiihrbar: Man normiere die lingste Seite auf 1 und beginne wie in Abbil-
dung 2 mit fiinf sukzessive vergroferten Dreiecken (Faktor zy). Man erhilt so ebenfalls
einen spiralartigen Aufbau von Dreiecken. Allerdings tritt die Ahnlichkeit zwischen in-

nerem und duBerem Fiinfeck hier erst nach Hinzufiigen eines sechsten Dreiecks ein
(Faktor z§).

i)
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Fig. 4.1 Fig. 4.2

3 Infinite Zerlegung des gleichseitigen Dreiecks

Wie in [Tut48] gezeigt wurde, ist die Zerlegung eines gleichseitigen Dreiecks in endlich
viele inkongruente gleichseitige Dreiecke nicht moglich. Abbildung 2 zeigte ein Beispiel
fiir ein infinit zerlegbares konvexes Fiinfeck mit einer Singularitit. Diese Figur soll nun
zur Zerlegung des gleichseitigen Dreiecks verwendet werden.

Dazu soll zunéchst ein unsymmetrisches Sechseck (mit 120°-Winkeln) aus unterschied-
lich grolen Fiinfecken (jeweils dhnlich zum Umri} der Figur in Abbildung 2) konstruiert
werden, das anschlieBend zum Dreieck ergédnzt werden kann. Gruppiert man drei solcher
Fiinfecke um ein Dreieck, so erhdlt man eine Reihe von symmetrischen Fillen, die fiir
perfekte Zerlegungen uninteressant sind sowie zwei unsymmetrische Sechsecke, wobei
Spiegelungen nicht mitgerechnet sind (sieche Abbildungen 4.1 und 4.2).
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Beginnen wir mit Abbildung 4.1: Das innere Dreieck normieren wir der Einfachheit hal-
ber auf die Kantenldnge 1. Die jeweils an das Dreieck angrenzenden Seiten der Fiinfecke
seien a, b bzw. c¢. Damit sind alle iibrigen Kanten durch Potenzen von z, auszudriicken.
Wir ermitteln nun 4, b, ¢ durch drei Gleichungen, die das Aneinandergrenzen der Fiinf-
ecke beschreiben:

b
a—1=—
20
b—1="
Z0
C-—-l:—az
2

Das lineare Gleichungssystem ist eindeutig 16sbar und ergibt (durch Anwendung der
Cramerschen Regel):
L1t z5 4 zy !

1—z,°
b 1+2zy° +2z "

l—zo*6
o 1+ZO“5+ZO‘4

1—20”“6

(Wir konnen wegen (1) stets die Identitit zg =2zp+ 1 bzw. 1/z5 = 2(7; — 1 verwenden.)

Da die Verhiltnisse a/b, b/c, a/c nicht als ganzzahlige Potenzen von z, darstellbar sind
(man kann dies einzeln nachrechnen), sind die Dreiecke innerhalb der drei Fiinfecke alle
paarweise inkongruent. Da weiterhin auch g, b, ¢ selbst keine Potenzen von z; sind, kann
keines der Dreiecke in den Fiinfecken die Seitenldnge 1 haben.

SchlieBlich sieht man durch einfache Rechnung, daB die langen Seiten der Sechsecke
paarweise verschieden und grofler als alle inneren Dreiecksseiten sind. Also 148t sich
das bisher Gesagte zusammenfassen zum folgenden

Satz 2: Abbildung 5 zeigt eine Zerlegung des gleichseitigen Dreiecks in abzdhlbar viele,
paarweise inkongruente gleichseitige Dreiecke mit genau drei singuldren Punkten.

Die Existenz einer solchen infiniten Zerlegung mit endlich vielen Singularitidten war nach
Kenntnis des Verfassers bisher noch als offene Frage betrachtet worden. Dariiber hinaus
ergeben sich jedoch in diesem Zusammenhang einige weiterfilhrende Fragen.

Problem 1: Gibt es infinite Dreieckszerlegungen dieser Art mit weniger als drei Singu-
laritdten? (Vermutung: nein)

Problem 2: Gibt es infinite Dreieckszerlegungen dieser Art mit Singularititen, die auf
dem Rand eines der Teildreiecke liegen? Dann wire die Vereinigung aller Teildreiecke
identisch mit deren konvexer Hiille. (Vermutung: nein)

Daf} Abbildung 5 nicht die einzige Dreieckszerlegung mit drei Singularititen ist, zeigt die
obige Abbildung 4.2. Diese Anordnung der Fiinfecke fiihrt (ganz analog zu Abbildung
4.1) auf eine weitere Zerlegung dieser Art. Ob dies die einzigen Fille mit genau drei
Singularititen sind, bleibt ebenfalls eine offene Frage.
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Abb. 5
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