Zeitschrift: Elemente der Mathematik
Herausgeber: Schweizerische Mathematische Gesellschaft

Band: 50 (1995)

Artikel: Ganzzahlige Funktionen naturlicher Zahlen
Autor: Gruenberg, Karl W.

DOl: https://doi.org/10.5169/seals-46343

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 12.12.2025

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-46343
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

El. Math. 50 (1995) 0013-6018/95/020065-11$1.50 + 0.20/0
© 1995 Birkhéduser Verlag, Basel

Ganzzahlige Funktionen natiirlicher Zahlen

Karl W. Gruenberg

Karl Gruenberg wurde 1928 in Wien geboren. Er studierte an der Universitdt in
Cambridge, wo er bei Philip Hall mit einer Arbeit iiber unendliche Gruppen pro-
movierte. Von 1953 bis 1993 war er am Queen Mary College (heute Queen Mary
and Westfield College) der University of London titig, zuerst als Lecturer, spiiter
als Professor. In seinen Forschungsarbeiten beschiftigt er sich vor allem mit der
Gruppentheorie, insbesondere mit der Cohomologie-Theorie und mit der ganzzahli-
gen Darstellungstheorie. Seine vielfiltigen Interessen erstrecken sich ausserdem auf
die bildende Kunst, besonders die Architektur, auf das Theater und auf die Musik.
In seiner Freizeit gehdren Bergwanderungen zu seinen liebsten Beschiftigungen.

Funktionen, die natiirlichen Zahlen ganze Zahlen zuordnen, scheinen auf den ersten
Blick einfache mathematische Objekte zu sein, die wenig Interesse verdienen. Wenn
man sich damit etwas ndher beschiftigt, wird aber gleich klar, dass die Behandlung
nicht so einfach ist und dass sich schon hinter den einfachsten solchen Funktionen ganz
Interessantes verstecken kann. Dies ldsst sich durch das folgende Beispiel illustrieren.
Einer Funktion ¢ von den natiirlichen Zahlen in die ganze Zahlen kann die Potenzreihe-
o)

Y a,x" mit a, = ¢(n) zugeordnet werden. Man nennt sie die Poincaré-Reihe der

n=0)
Funktion ¢. Zur trivialen und deshalb uninteressanten Funktion, die jeder natiirlichen

2.

Zahl die ganze Zahl 1 zuordnet, gehort die Poincaré-Reihe ) x". Man erkennt die
n=0)

geometrische Reihe mit Faktor x, welche im Intervall (—1, 1) die Funktion x ~»

1/(1 — x) darstellt: Unbestreitbar ein interessantes mathematisches Objekt.

Der vorliegende Beitrag beginnt mit der Behandlung einiger Fragen, zu welchen der
Ubergang von der Funktion ¢ zur zugehérigen Poincaré-Reihe Anlass gibt. Es liegt
nahe, zuerst Funktionen zu betrachten, die polynomial definiert sind. Eine Funktion ¢
heisst polynomial definiert, wenn es ein rationales Polynom f(X) gibt mit ¢(n) = f(n)
fir n = 0,1,2,... Es stellt sich unmittelbar die folgende elementare Frage:

Wie sehen die rationalen Polynome aus, deren Werte auf allen natiirlichen Zahlen
ganzzahlig sind?

Eine interessante und iiberraschende Antwort erwartet den Leser (siehe Satz 1). Polyno-
mial definierte Funktionen ¢ besitzen offensichtlich hichstens polynomiales Wachstum:
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es ist ¢(n) fiir alle n durch eine feste Potenz von n beschrinkt. Es stellt sich dann die
Frage:

Es sei ¢ polynonual definiert oder, allgemeiner, es besitze ¢ polynomiales Wachstum.
Was fiir Funktionen werden durch die Poincaré-Reihen solcher ¢ dargestellt?

Die Antworten auf diese zweite Frage sind nicht mehr so einfach und eindeutig. Mit
ganz elementaren Methoden lassen sich aber auch hier interessante und iiberraschende
Aussagen gewinnen (Sétze 2, 3 und 4).

Es gibt viele konkrete mathematische Situationen, die in natiirlicher Weise zu einer
ganzahligen Funktion natlirlicher Zahlen Anlass geben. Die Erfahrung zeigt, dass diese
Funktionen nicht selten die speziellen Eigenschaften aufweisen, von denen oben die
Rede war. Die zugehtrige Poincaré-Reihe kann dann wesentliche Erkenntnisse iiber
die zugrunde liegende mathematische Situation liefern.

Der Beitrag von Karl Gruenberg beginnt mit der Darstellung derartiger konkreter ma-
thematischer Situationen. Fiir diesen Teil des Beitrages sind einige Kenntnisse der
entsprechenden Gebiete von Vorteil. Der anschliessende Teil, in dem die oben be-
schriebenen Fragestellungen mit elementaren Methoden behandelt werden, ist direkt
zuginglich.

Eine englische Fassung dieses Artikels ist 1989 in der Zeitschrift Mathematical Medley
erschienen. Die Elemente der Mathematik danken der Singapore Mathematical Society
fiir die freundliche Erlaubnis zur Veroffentlichung dieser leicht erweiterten deutschen
Version. ust

Wir werden uns in diesem Beitrag mit der Menge X der Funktionen ¢ beschiftigen, die
auf den nichtnegativen ganzen Zahlen definiert sind und Werte in den ganzen Zahlen
annehmen. Die Ringstruktur der ganzen Zahlen induziert in folgender natiirlicher Weise
eine Ringstruktur in X:

(@ +9)(n) = ¢(n) +¢(n) und (¢ 9)(n) = ¢(n) Y(n) .

Die konstante Funktion, die iiberall den Wert 1 annimmt, ist das Einselement von X.
Solche Funktionen kommen in allen Gebieten der Mathematik vor. IThre Wichtigkeit leitet
sich daraus her, dass sie in vielen Fillen gerade die wesentlichen Informationen iiber
die Situation enthalten, aus der sie konstruiert worden sind. Ich will hier drei illustrative
Beispiele herausgreifen, und da ich ein Algebraiker bin, stammen sie alle aus dem Gebiet
der Algebra.

1. Es sei R ein kommutativer Noetherscher lokaler Ring. “Noethersch” bedeutet, dass
R die Maximalbedingung fiir Ideale erfiillt, und “lokal” heisst, dass R genau ein maxi-
males Ideal besitzt. Wir bezeichen dieses maximale Ideal mit I. Fiir eine Primzahl p ist
z.B. der Ring Zy), der aus allen rationalen Zahlen a/b mit p{b besteht, ein derartiger
kommutativer Noetherscher lokaler Ring; das maximale Ideal I von Z(p) ist p - Z(p).
Da I maximal ist, ist R/I ein Korper, den wir mit K bezeichnen wollen. Wegen der
Noetherschen Eigenschaft ist jedes I” als Ideal endlich erzeugt. Deshalb ist I" /I"*! ein
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endlichdimensionaler Vektorraum iiber K. Durch die Festsetzung r — dimg I" /I"*! wird
also eine Funktion in X definiert.

2. Es sei G eine endlich erzeugte Gruppe; und S sei eine endliche Erzeugendenmenge
von G. Dann kann jedes Element ¢ € G in der Form g = s{'s§---s{y mits; € S und
¢; = 1 ausgedriickt werden. Wir nennen n die Linge dieses Ausdruckes. Natiirlich
lasst sich unser Element ¢ im allgemeinen durch viele verschiedene solche Ausdriicke
beschreiben, so dass n durch das Element g nicht bestimmt ist. Fiir jede nichtnegative
ganze Zahl sei G(n) die Menge aller Elemente ¢ € G, die durch einen Ausdruck der
Linge < n beschrieben werden konnen. Da S endlich ist, ist G(n) endlich, und wir

schreiben [(n) fiir die Méchtigkeit von G(rn). Mit [ ist eine Funktion in X definiert.

3. Es seien K ein Korper, G eine endliche Gruppe und A ein endlich erzeugter KG-
Modul. Wir wihlen eine endlich erzeugte projektive Resolution von A tiber KG:

¥ mp i+1—~>PI-—>---——>Pl——-+P0—->A—>O. (l)

Dies bedeutet, dass jedes P; ein endlich erzeugter projektiver KG-Modul ist und dass
(1) eine exakte Folge von Moduln und Modulhomomorphismen ist. Eine Folge heisst
dabei exakt, wenn an jeder Stelle das Bild des ankommenden Pfeiles gleich dem Kern
des weggehenden Pfeiles ist. Da G endlich ist, ist jeder endlich erzeugte KG-Modul ins-
besondere ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K. Deshalb definiert n +— dimg P,
eine Funktion in X.

Wir werden spiter auf diese drei Beispiele noch einmal zuriickkommen. Aber zuvor
wollen wir einige allgemeine Bemerkungen iiber unseren Ring X machen.

Die einfachsten Funktionen, die in X liegen, sind diejenigen, die polynomial definiert
werden konnen. Wir sagen, dass ¢ polynomial definiert ist, wenn es ein Polynom
f(X) € Q[X] gibt mit ¢(n) = f(n) fiir alle n > 0. Man beachte dabei, dass f(X) nicht
notwendigerweise ganzzahlige Koeffizienten haben muss. Dies wird illustriert durch das
folgende Beispiel. Fiir jede positive ganze Zahl k nimmt das sogenannte binomiale

Polynom
X\ XX-1)-(X-k+1)
k) k!
fiir alle ganzzahligen Argumente nur ganzzahlige Werte an. Wenn P die Menge aller

polynomial definierten Funktionen bezeichnet, dann ist P ein Unterring von X. Wir
behaupten jetzt, dass jede Funktion in P additiv aus den binomialen Polynomen (X)

k
k > 0, zusammengesetzt werden kann. Dabei setzen wir (}) = 1.

Satz 1. Die Polynome (f) fiir k > 0 bilden eine Q-Basis von Q[X], und sie erzeugen
additiv die Gruppe P.

Beweis: Die Basiseigenschaft folgt mit Induktion nach dem Grad, denn es gilt

(i) = ),i—l.( +g(X)
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wobei der Grad von g(X), wir bezeichnen ihn mit degg, echt kleiner ist als k. Wir
beweisen die zweite Behauptung ebenfalls mit Induktion nach dem Grad. Es sei ¢ €P
durch das Polynom f(X) gegeben. Nach dem ersten Teil des Satzes gilt

00 =Y (¥)

k=0

mit a; € (). Wir miissen beweisen, dass jedes a; eine ganze Zahl ist. Fiir ein beliebiges
Polynom g¢(X) sei

0g(X) =g(X +1) —g(X) .
Dann gilt §(5) = (,*,) und deshalb

k-1
6f(X) = z’:ak <k}—<— 1) :

k=1

Nun hat §f einen kleineren Grad als f und nimmt wie dieses auf den nichtnegativen
ganzen Zahlen ganzzahlige Werte an. Deshalb gilt nach Induktion, dass die Koeffizienten
a,ay,...,4, ganzzahlig sind. Wegen

w=100-Ya(§)

k=1

und da die rechte Seite nur ganzzahlige Werte annimmt, ist also auch a, ganzzahlig.

Polynomial definierte Funktionen treten in den Anwendungen, die wir im Auge haben,
nur selten auf. Eine geringfiigige Verallgemeinerung fiihrt aber zu einer Klasse von Funk-
tionen, die hiufig auftreten. Es sei g eine positive ganze Zahl. Wir sagen die Funktion
¢ €X sei polynomial auf den Restklassen mod g, oder kurz “PORC mod 4”!), wenn
Polynome fo(X), fi(x), ..., f—1(X) € Q[X] existieren, so dass fiir jedes 0 < r < g und
jedes n € Z gilt
¢(nq +r) = fr(n).
Man beachte, dass die polynomial definierten Funktionen PORC mod 1 sind.

Wir sagen, zwei Funktionen ¢, 1 seien letztlich gleich, falls eine ganze Zahl N existiert,
so dass fiir n > N stets ¢(n) = (n) gilt; wir bezeichen dies mit ¢ ~ 1. Die Funktion
@ heisst letztlich PORC mod g, falls eine PORC mod g Funktion ¢ existiert mit ¢ ~ 1.

Jeder Funktion ¢ € X konnen wir eine formale Potenzreihe
P(¢,X) =) ¢(n)X"
n>0

zuordnen. Diese wird Poincaré-Reihe von ¢ genannt. Zwei Funktionen sind genau dann
letztlich gleich, wenn die Differenz der zugehorigen Poincaré-Reihen ein ganzzahliges
Polynom ist. Die Poincaré-Reihe einer PORC Funktion hat eine besonders einfache Form:

1) PORC ist eine Abkiirzung fiir “polynomial on residue classes”



El. Math. 50 (1995) 69

Satz 2. Die Funktion ¢ ist genau dann letztlich PORC mod g, wenn ein ganzzahliges

Polynom g(X) und eine positive ganze Zahl t existieren, so dass die Poincaré-Reihe
P(¢,X) von der Form

P(6,X) = g(X)

(1 - Xy
ist.
Beweis: Laut Voraussetzung gibt es zu ¢ eine PORC mod g Funktion 3 mit ¢ ~ 1.
Es seien fo, fi,..., f;—1 die zu ¢ gehorigen Polynome. Es geniigt zu zeigen, dass die

Poincaré-Reihe P (v, X) die verlangte Form hat. Es gilt

P, X) = 3 w(m)X"

m>0

g—1
=" b(ng+r)X"

r=0 n>0

g—1
=3xS i
r=0

n>0

Wir weisen jetzt nach, dass > f,(n)X"7 fiir jedes r die verlangte Form hat. Dann hat
11>0

natiirlich auch P(v, X) die verlangte Form. Nach Satz 1 gilt

d

X
0= (7).

=0
mit a; € Z und deg f, = d. Es bleibt deshalb nur zu zeigen, dass fiir jedes i das Polynom
Z (Tl) X"
n>0 !

die verlangte Form hat. Wir haben

iy =2 ()

1n>0
und (s+1)---(s+ 1)
8 1 5(8 s+n—
(n)z(_l) n!
i1(n+s‘“1)'
(=1 nils —1)!
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Deshalb gilt
1 n+s—1\
(1_Xk)s:Z< s —1 )Xn (2)

n>0
Wegen (") = 0 fiir n < i folgt daraus
n ng __ m + i mg+iq __ Xiq
Z(,)X _Z( { )X - (1__Xq)i+1 :
n>0 m=>0

Dies war zu zeigen.
Nehmen wir umgekehrt an, dass P(¢, X) von der Form

X
P@.X) = 20

ist, so gilt nach Formel (2)
1 n+t—1
S R— X"
=y =S ()
n>0
Die Koeffizientenfunktionen sind offensichtlich PORC mod g; die zugehorigen Polynome
sind X
+ f—1
0, 0,...,0.
( t . 1 )7 2 bl ?

Wir betrachten nun zuerst den Spezialfall, wo ¢(X) ein ganzzahliges Polynom mit
degg < g ist. Es sei also

Dann gilt
q—1
g(X) n+t-—1 b n+i
xy 22 )
Dies ist aber offensichtlich die Poincaré-Reihe einer PORC mod g Funktion mit Poly-
nomen X |
+- £ - .
b,( 1 ) , 0<i<yg
Im allgemeinen Fall schreiben wir g(X) in der Form
g(X) =) &(X)(1 — X9y
i>0

mit deg g; < g. Dann folgt

8(X) — (X
Ty = P+ (3)

i=0
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Wie wir oben gezeigt haben, ist die Koeffizientenfunktion des zweiten Terms auf der
rechten Seite von (3) PORC mod 4. Deshalb ist die linke Seite dieser Gleichung letztlich
PORC mod g. Damit ist Satz 2 vollstindig bewiesen.

Wir fiigen zusétzlich noch an, dass aus unserem Beweis folgt, dass fiir { in Satz 2 die
ganze Zahl 1 + d mit

d = max(deg fo,deg fi,...,deg f;_1)

genommen werden kann.

Funktionen, die letztlich PORC sind, wachsen nur polynomial. Wir sagen, dass die
Funktion ¢ polynomiales Wachstum ¢ > 0 aufweist, wenn eine positive reelle Zahl
a und eine positive ganze Zahl N existieren, so dass fiir n > N stets die Ungleichung
|p(n)| < an°~! erfiillt ist, und wenn ¢ die kleinste solche ganze Zahl ist.

Satz 3. Die Funktion ¢ € X sei letztlich PORC mod q. Es seien fo,fi,...,fs—1 die
zugehorigen Polynome und es sei d das Maximum ihrer Grade. Dann hat ¢ polynomiales
Wachstum d + 1.

Beweis: Wir nehmen an, dass fiir n > N die Funktion ¢ PORC mod g sei. Fir n > N
und n = kq + r gilt dann

d,
[6(m)] = (k)] < (_Z tm) K

d’ - dr
mit f,(X) = > a;X". Wir setzen )_ |a,| = A, und definieren a=max(A¢,Ay,...,Ag-1).
i=0 i0

Dann folgt |(n)| < an” fiir alle n > N.

Es sei umgekehrt |¢(n)] < an‘~! fiir alle n > N, und es sei d der Grad von f,. Dann
folgt

(k)] = |6(kq + )| < a(kq + r)!

fir alle k > K, K geniigend gross. Fiir ¢(X) = a(gX + r)°~' gilt degg = ¢ — 1 und
Ifr (k)| < g(k) fiir alle k > K. Dies impliziert deg f, < degg, und folglich d <c — 1.
Damit ist Satz 3 vollstindig bewiesen.

Die Umkehrung von Satz 3 ist falsch. Ein Gegenbeispiel ist gegeben durch die folgende

Funktion: 0 fall e Primzahl ist
o(n) = { alls n eine Primzahl 1st,

~ ln sonst.

Es gilt ¢(n) < n*>~!, so dass ¢ von polynomialem Wachstum 2 ist. Wire aber ¢ fiir
n > N PORC mod g mit Polynomen fy, fi,..., f;—1, so hitte man fiir gk+r>N

£ (k) = dlgk + 7).
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Die rechte Seite wire also 0, wenn gk + r eine Primzahl ist. Nun gibt es aber nach dem
berithmten Theorem von Dirichlet in gZ +r unendlich viele Primzahlen. Deshalb miisste
f+(X) unendlich viele Nullstellen besitzen, was offensichtlich unmoglich ist.

Nichtsdestoweniger kann eine Umkehrung von Satz 3 erhalten werden, wenn man die Be-
dingung hinzufiigt, dass die Poincaré-Reihe von ¢ rational ist, also die Form g(X)/f(X)
hat, wo g(X), f(X) Polynome mit Koeffizienten in @ sind. Den folgenden Satz verdanke
ich Fritz Grunewald.

Satz 4. Die Funktion ¢ € X habe polynomiales Wachstum, und es sei P(¢,X) eine
rationale Funktion. Dann ist ¢ letztlich PORC.

Beweis: Laut Voraussetzung hat man P(¢,X) = A - g(X)/f(X) mit A € Q und g(X),
f(X) € Z|X]. Ferner darf man annehmen, dass g und f in Q[X] teilerfremd sind. Wir
miissen zeigen, dass P(¢,X) die in Satz 2 angegebene Form hat. Natiirlich geniigt es
nachzuweisen, dass g(X)/f(X) diese Form hat. Das letztere ist aber offenbar genau dann
der Fall, wenn jede Nullstelle von f(X) eine Einheitswurzel ist.

Da g und f teilerfremd sind, existieren u,v in Q[X| mit fu + gv = 1. Multipliziert man
diese Gleichung mit einer geeigneten ganzen Zahl d, so erhdlt man hf + kg = d mit
h, k € Z[X]. Damit konnen wir e = h+k-(g/f) als formale Potenzreihe mit ganzzahligen
Koeffizienten schreiben, wobei e(X)f(X) = d gilt. Ist p ein Primteiler von d, so folgt
e(X)f(X) =0 (mod p), und daher e = 0 oder f = 0, weil der Potenzreihenring [F, [[X]]
ein Integritdtsbereich ist. Daher sind alle Koeffizienten von e oder alle Koeffizienten von
f durch p teilbar. Fithren wir dieses Verfahren der Reihe nach mit allen Primteilern von
d durch, so erhalten wir Polynome e;(X) = Le(X) und fi(X) = 1f(X) in Z[X] mit
mn = d. Daraus folgt e;(X)f;(X) = 1. Ist fi{(X) = a9 +a;x + - + a,X", dann sind
alle a; € Z und ay = *1.

Es bezeichne nun p den Konvergenzradius der Potenzreihe g/f; es ist also

% - lirfis;ip {/ ‘%q&(n) :

Da ¢ polynomiales Wachstum hat, existieren eine positive reelle Zahl a und positive
ganze Zahlen b, N mit

fiir n > N. Wir haben also

fir n > N. Aus (anb)s — 1 fiir n — oo folgt 1/p < 1, und daher p > 1. Dies besagt,
dass g/f in |z| < 1 keine Pole besitzt. Daher hat auch

Framifoor)
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keine Pole in |z| < 1. Das Polynom f; besitzt deshalb in |z| < 1 keine Nullstellen. Ist
nun ¢ eine Nullstelle von f;, so ist 1/{ eine Nullstelle von

an +an._]X + c +aan_l j:Xﬂ 5

und es gilt |1/¢| < 1. Daraus folgt a4, = +1. Alle Nullstellen haben deshalb notwendi-
gerweise den absoluten Betrag | und sind ganze algebraische Zahlen. Aus einem Satz
von Kronecker folgt dann, dass sie Einheitswurzeln sein miissen. Damit ist der Satz 4
bewiesen.

Wir kehren nun zu unseren drei Beispielen zuriick.

1. Wir rufen in Erinnerung, dass der Ring R ein einziges maximales Ideal I hat und dass
unsere Funktion durch ¢(n) = dimg I /I"*! gegeben ist. Das grundlegende Resultat in
diesem Zusammenhang ist wie folgt: Die zu ¢ gehdrige Poincaré-Reihe ist durch die
Formel ()

g(x

P(¢7X) - (1 —X)t

gegeben. Dabei konnen wir nach Kiirzungen annehmen, dass 1 — X kein Faktor von
g(X) ist. Die hier auftretende ganze Zahl ¢ ist dabei gerade die ringtheoretisch wichtige
Krull-Dimension des lokalen Ringes R (also das Supremum der Léngen von Ketten
von Primidealen im Ring R). Es folgt aus unseren friiheren Uberlegungen, dass die
Funktion ¢ letztlich polynomial ist; das zugehorige Polynom heisst das Hilbert-Polynom
des Ringes. Im Beispiel R = Z, gilt P(¢,X) = 1/(1 — X), und das Hilbert-Polynom
ist die Konstante 1.

Eine gute Darstellung dieser Theorie ist in [1], Chapter 11 zu finden.

2. In diesem Beispiel ist G = (S), wo S endlich ist. Der Wert der Funktion / an der Stelle
n ist definiert als die Anzahl der Elemente der Gruppe G, die als S-Worter der Linge
< n geschrieben werden konnen. Ein wichtiges Theorem von Gromov [7] besagt, dass
die Funktion I(n) genau dann polynomiales Wachstum aufweist, wenn G eine nilpotente
Untergruppe von endlichem Index besitzt. Erst kiirzlich hat Grunewald zeigen konnen,
dass es Beispiele von Gruppen gibt, wo die Funktion [ zwar polynomiales Wachstum
aufweist, aber nicht letztlich PORC ist. (Ein sehr schoner Beweis des Theorems von
Gromov mit Methoden der Non-Standard-Analysis stammt von van den Dries und Wilkie
[4].)

Grunewalds Beispiel ist von der Art der Heisenberg-Gruppe. Es sei Hy die Heisenberg-
Gruppe, d.h. die Gruppe mit Erzeugenden x,x2,...,Xx,¥1,¥2,...,Yk,z und den Rela-
tionen

[x,,y;] = | fiir i # j.
[xf’yl] =Z,

z 1st zentral,

die x’s kommutieren,

die y's kommutieren.
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Es sei S = {x1,x2,..., Xk, 1,2, ..., Yx}. Dann ist H, die freie nilpotente Gruppe vom
Rang 2 und der Klasse 2, und man weiss, dass P(I, X) von der Form

g(X)
(1 _ X12)5

ist. Dies wurde von R. Bodeker vermutet und unabhiingig voneinander von N. Shapiro
[8] und B. Weber [10] bewiesen. Nach unserem Satz 2 ist fiir H, die Funktion [ also
letztlich PORC mod 12. Dagegen konnte Grunewald zeigen, dass fiir H, die Poincaré-
Reihe von [ nicht rational ist und dass sie daher wegen Satz 4 auch nicht letztlich PORC
sein kann.

3. Fiir unseren KG-Modul A wihlen wir eine projektive Resolution
- Py —->P—---—P —-P—>A—0

mit der Eigenschaft, dass fiir jedes i das Bild von P; in P;_; keinen projektiven direkten
Summanden enthilt. Eine derartige projektive Resolution von A existiert immer; sie ist
in einem wohldefinierten Sinn die kleinstmogliche projektive Resolution von A. Wie
man zeigen kann, ist sie bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Wir behaupten nun,
dass die Funktion n — dimg P, letztlich PORC ist.

Dieses Resultat folgt aus der Kombination von zwei andern tiefliegenden Resultaten,
namlich:

(i) Extkc (K, K) ist eine graduierte Noethersche Algebra (Evens [5]), und fiir jeden KG-
Modul M ist Extgc (K, M) ein endlich erzeugter Modul iiber Extgc (K, K).

(ii) Falls V = {V, } ein endlich erzeugter graduierter Modul iiber der graduierten kommu-
tativen Noetherschen K-Algebra A ist, dann ist die Funktion n — dimg V;, letztlich
PORC. Dieses Resultat wird iiblicherweise als Theorem von Hilbert-Serre bezeich-
net. Ein Spezialfall davon liegt dem Satz iiber lokale Ringe im Beispiel 1 zugrunde
(siehe [1]).

Aus den Resultaten (i) und (ii) folgt, dass die Funktion
n — dimg Extg (K, M)
letztlich PORC ist. Dann gilt dasselbe auch fiir die Funktion
n — dimg Extgc(A,B)
wo A, B beliebige KG-Moduln sind, denn es ist
Extgg (A, B) ~ Extxg (K, Hom (A, B)) .
Ein verhdltnismissig einfaches Argument zeigt dann, dass

dimg P, = ) _rs - dimg Ext}g(A,S)
S
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gilt, wo S iiber alle einfachen KG-Modulen variiert und rs positive ganze Zahlen sind.
Die Folgerung, dass die Funktion n — dimg P, letztlich PORC ist, ergibt sich daraus
sofort, weil die Menge derartiger Funktionen unter der Addition abgeschlossen ist. In
der Tat ist diese Menge sogar ein Unterring von X.

Die Ideen, die dem Beispiel 3 zugrunde liegen, gehen zuriick auf Swan [9]; eine gute
Einfiihrung in diese Theorie ist das kleine Biichlein von Carlson [3].

Hinweisen mochte ich, zusitzlich zur schon zitierten Literatur, auf den Ubersichtsarti-
kel von Babenko [2] iiber Wachstumsfunktionen in der Algebra und der algebraischen
Geometrie sowie auf den Artikel von Grigorchuk [6].
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