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Uber die Fermat-Vermutung

Jirg Kramer

Jirg Kramer studierte Mathematik und Physik an der Universitit Basel; im Jahre
1985 promovierte er dort bei Martin Eichler iiber Modul- und Jacobiformen. For-
schungsaufenthalte schlossen sich an: am Max-Planck-Institut fiir Mathematik in
Bonn, an der Harvard University in Cambridge (MA) und am Mathematical Sciences
Research Institute in Berkeley (CA). Dann wurde er Assistent von Gisbert Wiistholz
an der Universitat Wuppertal. Mit diesem kam er 1988 an die ETH in Ziirich. Im
Oktober 1994 trat er eine ordentliche Professur am Institut fiir Mathematik an der
Humboldt-Universitit in Berlin an, wo er einerseits seine Forschungsinteressen im
Bereich der arithmetischen algebraischen Geometrie und der automorphen Formen
weiterverfolgt und andererseits fiir die Lehrerausbildung in Mathematik verantwort-
lich ist.

Seine Interessen ausserhalb der Mathematik erstrecken sich auf die Geschichte, ins-
besondere die Wissenschaftsgeschichte, und auf klassische und moderne Sprachen.

1 Einleitung

1.1. In diesem Artikel soll auf die neuen Beitridge der letzten Jahre zum Fermat-Problem
eingegangen werden. Die Vermutung von Fermat besagt bekanntlich, dass es keine von
Null verschiedenen ganzen Zahlen a, b, c gibt, so dass

an+bn=CYl

gilt, sobald die natiirliche Zahl n > 2 ist. Dividiert man durch ¢”, so kann man die
Vermutung auch wie folgt formulieren: Es gibt keine von Null verschiedenen rationalen
Zahlen x,y so, dass

x"+yt =1

gilt, sobald n > 2 ist. Pierre de Fermat (1601-1665) gelangte beim Studium von Dio-
phants sechstem Buch iiber die Arithmetik [3] zu dieser Vermutung; er notierte am Rand
seines personlichen Exemplars (s. [4], S. 61):

Cubum autem in duos cubos aut quadrato quadratum in duos quadrato quadratos et
generaliter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem in duos eiusdem nominis fas
est dividere. Cuius rei demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis exiguitas
non caperet.
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Pierre de Fermat (1601-1665)

(Stich von F. Poilly, aus Varia Opera
Mathematica D. Petri de Fermat ... Tolosae 1679)

Bewiesen wurde die Vermutung von P. de Fermat selbst nur fiir den Exponenten n = 4
mit Hilfe der von ihm erfundenen Methode der descente infinie. Den Fall n = 3 be-
handelte L. Euler (1707-1783) (s. [6], S. 486), denjenigen fiir n = 5 A.-M. Legendre
(1752—-1833) unter Verwendung eines Resultats von P.G.L. Dirichlet (s. [15]). Um 1850
leistete E.E. Kummer (1810-1893) einen grossen Beitrag, indem er das Problem kon-
zeptionell anging und dadurch auf einen Schlag einen Beweis der Fermat-Vermutung
fiir alle Primzahlexponenten n = ¢, 5 < ¢ < 43, mit Ausnahme von ¢ = 37 erbrachte
(s. [14]). Im 20. Jahrhundert versuchte man zunichst vor allem das Kummersche Er-
gebnis zu verfeinern. Diese Resultate und die Verwendung von Computern ermoglich-
ten es S.S. Wagstaff im Jahre 1976 die Fermat-Vermutung fiir alle Primzahlexponenten
¢ < 125’000 zu bestitigen (s. [29]); dank den Berechnungen von J. Buhler wissen wir
heute, dass die Vermutung fiir n < 4’000"000 richtig ist.
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Eine ausfiihrlichere Behandlung der Geschichte des Fermat-Problems bis zum Ende der
siebziger Jahre findet man in den Biichern [5] und [19]. Uber die grundlegend neuen
Beitrdge in den 80er und 90er Jahren wird in den Abschnitten 3, 4 und 5 berichtet.
Zunichst wollen wir aber das Fermat-Problem vom geometrischen Standpunkt aus be-
trachten.

1.2. In der X, Y-Ebene beschreibt die Fermat-Gleichung
X'"+Y"=1

eine Kurve; die Vermutung von Fermat besagt dann, dass die einzigen Punkte auf dieser
Kurve mit rationalen Koordinaten die Punkte (1,0),(0,1) sind, sobald n > 2 und
ungerade ist, und (£1,0), (0,£1), falls n > 2 und gerade ist. Im Fall n = 2 ist die
Sachlage vollig anders: Seit der Antike, insbesondere durch Diophantus von Alexandria
(3. Jh. n. Chr.), weiss man, dass es auf dem Kreis X? + Y? = 1 unendlich viele rationale
Punkte (x,y) gibt; man erhilt diese in der Form

2 2mn

- om2 4 n?’

m?—n

X=——
m+n2 Y

wobei m,n ganze Zahlen sind, die nicht zugleich verschwinden. Wéhlt man z.B. m =
2,n = 1, so erhilt man das bekannte pythagoriische Zahlentripel (3,4,5). Im folgenden
Abschnitt werden wir dieses Phdnomen endlich vieler resp. unendlich vieler rationaler
Punkte auf Kurven diskutieren.

2 Der Satz von Faltings

2.1. Algebraische Kurven. Um das gestellte Problem behandeln zu konnen, miissen
einige Begriffe eingefiihrt werden. Ist f(X,Y) € Q[X,Y] ein Polynom vom Grad d,
welches iiber dem algebraischen Abschluss von Q nicht weiter in Faktoren zerlegt werden
kann, so wird durch die Gleichung

f(X,Y)=0

eine affine algebraische Kurve Cy der X, Y -Ebene beschrieben. Wir wollen im folgenden
immer annehmen, dass es kein Paar (x¢,1) € C? auf der Kurve mit der Eigenschaft

IF (0, 0) = 2L (30, 0) = 0

gibt, d.h. dass die Kurve Cy nicht-singuldr ist. Fiir den algebraischen Geometer ist es
bisweilen vorteilhaft, an Stelle der affinen Kurve Co C A? die entsprechende projektive
Kurve C € P2, welche man durch Hinzufiigen der endlich vielen Schnittpunkte von Co
mit der unendlich fernen Geraden erhilt, zu betrachten. Dementsprechend werden wir im
folgenden immer die Kurve C C P? zugrunde legen, aber oftmals affin argumentieren.

2.2. Rationale Punkte. In Verallgemeinerung des Fermat-Problems stellt man sich in
der arithmetischen Geometrie Hie Frage: Ist die Menge

C(Q) = {(x,y) € @ | flx,y) =0}
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der rationalen Punkte der Kurve C leer, endlich oder unendlich? Wir wollen diese Frage
in Abhingigkeit des Grades d der Kurve C beantworten.

d = 1 : In diesem Fall ist die Kurve C eine Gerade, beschrieben durch die lineare
Gleichung
f(X,Y) =X +aY +a;3 =1,

wobei a1,a;,a3 € Q sind und ohne Beschrinkung der Allgemeinheit a; # 0 angenommen
werden darf. Offensichtlich gilt dann

#C(Q) = oo,
da man sofort
arr +a
Cc(Q) = {(x,y) = (— 2 . 3,r> |7 € @}

bestitigt.

d =2 : In diesem Fall ist die Kurve C eine Quadrik, gegeben durch die Gleichung
FX,Y) =a1 X? 4+ aoXY +a3Y? + a4 X +asY + a6 =0,

wobei ay,...,a¢ € Q sind und wiederum ohne Einschrinkung a; # 0 angenommen
werden darf. Entweder ist C(Q) = @, oder es existiert mindestens ein Punkt P =
(xp,yp) € C(Q). Im letzteren Fall wihlen wir dann eine Gerade L, welche durch
eine lineare Gleichung mit beliebigen rationalen Koeffizienten definiert ist. Ist nun Q =
(xg,yo) € L(Q) ein beliebig ausgewihlter Punkt, so ist die Verbindungsgerade M (P, Q)
von P nach Q durch eine lineare Gleichung mit rationalen Koeffizienten gegeben, und die
Berechnung der Schnittmenge M (P, Q) N C lauft auf die Auflosung einer quadratischen
Gleichung
X*+aX+6=0

mit rationalen «, 3 hinaus. Eine Losung dieser Gleichung ist offensichtlicherweise xp €
Q; nach dem Satz von Viéta ist somit die zweite Losung x}, ebenfalls rational. Lasst
man nun den Punkt Q € L(Q) variieren, so findet man leicht die Bijektion

L(Q) = C(Q).
Insgesamt ergibt sich also
#C(Q) =0 oder #C(Q) = oo.
d = 3 : Jetzt wird C durch eine kubische Gleichung f(X,Y) = 0 beschrieben. Setzt man
C(Q) # 0 voraus, so beweist man leicht, dass man sich auf das Studium von Kurven in

der verallgemeinerten Weierstrass’schen Normalform

Y2 + a0, XY +a3Y = X3 + 2, X? + asX + ag
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mit a1, 4d,,43,44,3¢ € Q beschranken kann. Solche Kurven heissen elliptische Kurven;
wir werden sie im ndchsten Abschnitt ausfiihrlicher diskutieren. Nach dem Satz von
Mordell, der in [18] bewiesen ist, weiss man, dass fiir elliptische Kurven sowohl der
Fall #C(Q) < oo wie auch der Fall #C(Q) = oo auftreten kénnen; nach einem Satz
von Mazur weiss man, dass im ersteren Fall in Wirklichkeit #C (Q) < 16 gilt (s. [16]).
Insgesamt kann C(Q) im kubischen Fall also leer, endlich oder gar unendlich sein.

d > 4 : In diesem Fall hat L.J. Mordell (1888-1972) vermutet (s. [18]), dass stets
#C(Q) < oo gilt. Diese Vermutung wurde 1983 durch G. Faltings bewiesen (s. [7]);
kurz darauf gab es weitere, unabhingige Beweise durch P. Vojta [28] und E. Bombieri
[2]. Fiir den Spezialfall der Fermat-Kurve ergibt sich damit das Ergebnis

#H(x,y) €@ | x"+¢' =1} < o0,
sobald n > 4 ist. Um die Fermat-Vermutung zu beweisen, muss man also zeigen, dass

unter den endlich vielen moglichen rationalen Losungen nur (1,0), (0,1) vorkommen,
falls n ungerade ist, und (+1,0), (0,%1), falls n gerade ist.

3 Elliptische Kurven

3.1. Minimale Diskriminante. Wie in Abschnitt 2.2 bereits erwihnt, ist eine iiber
definierte elliptische Kurve E gegeben durch eine Gleichung der Form

E: Y2 +a,XY +a3Y = X +a,X% + a4 X + as, (1)

wobei a,,4a;, a3, 44,46 € Q sind. Eine weitere iiber Q definierte elliptische Kurve

E': Y? 4+a/X'Y' +alY = X" +a,X? +a, X' + aj (2)
heisst zu E isomorph, falls es einen Koordinatenwechsel

X=X Y=Y

gibt, durch den die Gleichung (1) in die Gleichung (2) iibergefiihrt wird. Nétigenfalls
durch Ubergang zu einer isomorphen Kurve kann ohne Beschrénkung der Allgemeinheit
angenommen werden, dass die Koeffizienten der Gleichung (1) ganzzahlig sind, was wir
im folgenden immer tun wollen. Die vorausgesetzte Singularititenfreiheit von E driickt
sich nun dadurch aus, dass die sogenannte Diskriminante Ag von E nicht verschwindet.
Gilt speziell a; = a, = a3 = 0, so ist die Diskriminante gegeben durch die Formel

Ap = —16(4a} + 27a2) . (3)

Sind e}, e,,e; die Wurzeln des kubischen Polynoms auf der rechten Seite von (1), so
besteht der Zusammenhang

—(4a3 + 27a2) = (e, — e2)*(e; — €3)%(e2 — €3)?,
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und wir erkennen, dass im betrachteten Spezialfall die Singularititenfreiheit von E dqui-
valent zur paarweisen Verschiedenheit der Wurzeln e, e;,e3 ist, Im allgemeinen Fall
besteht fiir die Diskriminante eine zu (3) analoge, aber kompliziertere Formel, wobei
insbesondere auch Ag € Z gilt.

Fiir die spitere Anwendung bendtigen wir eine Verfeinerung des Diskriminantenbegriffs,
die sogenannte minimale Diskriminante AF™ von E: Dazu beweist man, dass es unter
allen zur gegebenen Kurve E isomorphen, ganzzahlig definierten elliptischen Kurven
eine solche E’ gibt, deren Diskriminante Ag alle anderen Diskriminanten teilt. E’ heisst
minimales Modell von E, die dazugehorige Gleichung (2) heisst minimale Gleichung,
und man definiert .
AF" ;= Ap.

Mit Hilfe des Tate’schen Algorithmus (s. [27]) ldsst sich ein minimales Modell nach
endlich vielen Schritten gewinnen.

3.2. Reelles und komplexes Bild. Das reelle Bild E(R) der Kurve
E: YV =X +mX*+aX +as= (X —e))(X —e)(X — e3)

sieht wie folgt aus, falls vorausgesetzt wird, dass die drei Wurzeln ey, e,, e reell sind:

3

74 Ul | | | |
=],

-3

Y2 = X(X +1)(X +3); elliptische Kurve

Vom topologischen Standpunkt aus betrachtet besteht E (R) also aus zwei Kreisen. Daher
ist es nicht iiberraschend, dass das komplexe Bild E(C) von E ein I-dimensionaler
komplexer Torus ist:

Komplexer Torus
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3.3. Geometrischer Fiihrer. Die Gleichung (1) konnen wir natiirlich auch iiber dem
endlichen Korper [, mit p Elementen betrachten; dabei wollen wir im folgenden immer
annehmen, dass die Gleichung (1) minimal ist. Wir erhalten dann die Kurve

E: Y245, XY +3Y = X2+ 35X + 0 X + d;

hierbei bezeichnet @ die Restklasse von 2 € Z mod p. Gilt AF" # 0 mod p, so ist E
wieder eine elliptische Kurve, nun iiber dem Korper [, definiert, und man spricht von
guter Reduktion von E an der Stelle p. Ist hingegen AF'"™ = 0 mod p, so sagt man,
dass E an der Stelle p schlechte Reduktion besitzt. Unter der speziellen Annahme, dass
a; = a3 = 0 gilt, bedeutet schlechte Reduktion also, dass entweder zwei oder gar alle
drei Wurzeln des kubischen Polynoms X? 4@, X? 4+, X +¢ zusammenfallen; im ersteren
Fall spricht man von multiplikativer Reduktion, im letzteren Fall von additiver Reduktion.

Die singulire Kurve E/ [, besitzt dementsprechend einen einfachen Doppelpunkt oder
eine Spitze.

i 5 LEg

05 05

05 05

1 5% 15

Y? = X3 + X2; einfacher Doppelpunkt Y2 = X3, Spitze

Mit diesen Begriffen lidsst sich nun der geometrische Fiihrer Ng von E definieren durch

die Formel
NE o H pv(p),
12

wo v(p) = 0 ist, falls E an der Stelle p gute Reduktion hat, und v(p) = 1, resp. v(p) > 1
gilt, falls E /[, einen einfachen Doppelpunkt, resp. eine Spitze besitzt.

3.4. Semistabilitat. Eine elliptische Kurve E /Q heisst semistabil, falls alle Reduktionen
E/F, entweder elliptische Kurven sind oder einen einfachen Doppelpunkt besitzen.

Fiir eine semistabile elliptische Kurve E /Q ist der geometrische Fiihrer damit gegeben

durch
NE = H p.
p‘A?m



20 El. Math. 50 (1995)

3.5. Der Satz von Hasse. Fiir eine elliptische Kurve E /Q, definiert durch die Gleichung
(1) mit guter Reduktion E /F, an der Stelle p, setzen wir

N, :=#E(F,) -1 =#{®x,7) € | + QXY+ BY =X + &% + 44X + 6}
Nach einem Satz von H. Hasse (s. [10]) besteht fiir die Differenz

die Abschitzung
by < 24/p.

3.6. Die Frey-Kurve. Wir kommen schliesslich auf den Zusammenhang zwischen dem
Fermat-Problem und den elliptischen Kurven zu sprechen. Dazu gehen wir aus von der
Annahme, dass die Fermat-Vermutung falsch ist; man zeigt relativ leicht, dass man dann
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen kann, dass eine Primzahl ¢ > 5 und ein
Tripel nichtverschwindender ganzer Zahlen 4, b, ¢ mit den Eigenschaften g.g.T.(a,b,c) =
l,a= —1 mod 4 und b = 0 mod 2 existieren, so dass die Gleichung

at + b=t

besteht. Einem solchen Tripel (a,b,c¢) ordnet man nach einer Idee von G. Frey [8] die
elliptische Kurve
Espe: Y =X(X -a")(X + 19

zu. Die Gleichung dieser sogenannten Frey-Kurve ist nicht minimal; mit Hilfe des
Koordinatenwechsels X := 4X’,Y := 8Y’ + 4X’ erhilt man die minimale Gleichung in
der Form P ot
b_a—lle_ﬂxl;

4 16

damit ist die minimale Diskriminante gegeben durch

YIZ + lel — X13 +

mn. = 27%(abc)*.

Mit den an £ und 4, b gemachten Voraussetzungen beweist man leicht, dass die elliptische
Kurve E; . semistabil ist und somit den geometrischen Fiihrer

besitzt.

3.7. Bemerkung. Eine ausfiihrliche Behandlung der Theorie der elliptischen Kurven
findet man z.B. in den Lehrbiichern [11], [12] und [25] oder im ausgezeichneten Artikel
[26].
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4 Modulformen

In diesem Abschnitt stellen wir ohne Beweise die im Zusammenhang mit dem Fermat-
Problem benotigten Tatsachen aus der Theorie der Modulformen zusammen. Fiir eine
fundierte Darstellung dieser umfassenden Theorie verweisen wir auf folgende Auswahl
von Lehrbiichern: [1], [9], [13], [24].

4.1. Bezeichnungen. Es bedeute © := {7 € C | Im7 > 0} die obere Halbebene. Zu

einer natilirlichen Zahl N € N definieren wir die Kongruenzuntergruppe der Stufe N
durch

['o(N) :={(g Z)I a,b,C,dEZ;ad—bC=I;CEOmOdN};

diese operiert vermoge gebrochen linearer Substitutionen

ar + b
cT +d

T —

stark diskontinuierlich auf §. Der Quotient I'o(N)\$ trigt die Struktur einer offenen
Riemannschen Fliche, welche sich durch Hinzunahme endlich vieler Punkte, der soge-
nannten Spitzen, zu einer kompakten Riemannschen Fliche I'o(N)\$ machen lisst. Ist
N eine Primzahl, so berechnet sich deren Geschlecht gy zu

() 4 (R)

wobei (3;) das Legendre-Symbol bedeutet, d.h. fiir zu N teilerfremdes a ist (5 ) gleich
+1 oder —1, je nachdem, ob die Kongruenz a = x> mod N eine Losung hat oder nicht.
So erhilt man z.B.

==& =9 =83 =0,
=817 =89 = 1,
g23=2.

4.2. Spitzenformen. Zu gegebenem k € N betrachten wir holomorphe Funktionen f :
$ — C, welche fiir alle (Z Z) € I'o(N) den Funktionalgleichungen

£ ) et = @

cT +d

geniigen und welche eine Fourierentwicklung der Gestalt

fr =Y cq"  (g=e") (5)
n=0
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besitzen. Eine solche Funktion nennen wir Modulform vom Gewicht k beziiglich T'y(N).
Wir bemerken, dass aus (4) die 1-Periodizitit f(7 + 1) = f(7) folgt, woraus man aller-
dings nur eine Fourierreihe der Form f(7) = >, .7 c,q" gewinnt, d.h. (5) stellt wirklich
eine zusitzliche Bedingung dar. Ist ¢ = 0, so heisst f Spitzenform vom Gewicht k
beziiglich T'o(N); gilt zudem c; = 1, so heisst die Spitzenform f normiert. Die Spit-
zenformen bilden einen C-Vektorraum, den wir mit Si (I'g(N)) bezeichnen. Ist speziell
f € 5:(T'0(N)), so verifiziert man sofort, dass f(7)dr ein auf ganz I'o(N)\$ holomor-
phes Differential erster Ordnung definiert und dass umgekehrt ein solches Differential
Anlass zu einer Spitzenform vom Gewicht 2 beziiglich I'o(N) gibt. Aus diesem Zusam-
menhang folgert man die Formel

dimg S2(Lo(N)) = gn,

welche insbesondere zeigt, dass S;(I'g(N)) = {0} ist fir N = 2,3,5,7,13. Mit der
folgenden Definition wird der Zusammenhang zur Theorie der elliptischen Kurven be-
werkstelligt.

4.3. Definition. Eine elliptische Kurve E/Q heisst modular zur Stufe N, falls 0 #
f € S2(To(N)), f(r) = g+ 3,2, cnq", existiert, so dass fiir alle zu N teilerfremden
Primzahlen p gilt:

p=by=p-Ny,
wobei die Grossen by, N,, in Abschnitt 3.5 eingefiihrt wurden.

Aus dem oben Gesagten ergibt sich insbesondere, dass es keine modularen elliptischen
Kurven der Stufen N = 2,3,5,7, 13 gibt, da in diesen Fillen dim¢ S,(I'o(N)) = O ist.

4.4. Bemerkung. Fiir jedes N € N lisst sich eine iiber Q definierte, nicht-singulire,
algebraische Kurve Xo(N) mit der Eigenschaft Xo(N)(C) = I'g(N)\$ konstruieren;
Xo(N) ist ein iiber QQ definiertes Modell der kompakten Riemannschen Fliache I'o(N)\$
und wird Modulkurve der Stufe N genannt. Vom geometrischen Standpunkt aus betrach-
tet bedeutet nun die Modularitit einer elliptischen Kurve E/Q), dass es einen iiber Q
definierten, nicht-konstanten Morphismus ¢ : Xo(N) — E gibt. Der Zusammenhang zu
obiger Definition der Modularitit ergibt sich, indem man das (bis auf einen konstanten
Faktor) eindeutig bestimmte regulire Differential erster Ordnung auf E vermoge ¢ auf

Xo(N) zuriickzieht und dadurch die Spitzenform f € S,(I'o(N)) erhiilt.

4.5. Vermutung (Eichler, Shimura, Taniyama, Weil). Jede elliptische Kurve E /Q ist
modular zur Stufe N = Ng, dem geometrischen Fiihrer von E.

4.6. Bemerkung. Nach einer von J.-F. Mestre und J. Oesterlé entwickelten Methode
ist es moglich, die Modularitit einer vorgegebenen elliptischen Kurve E /Q rechnerisch
zu verifizieren, falls ihr geometrischer Fiihrer N nicht zu gross ist. Unter Verwendung
der von J-P. Serre in [22], [23] systematisch studierten Theorie der Galois-Darstellungen
elliptischer Kurven und der von B. Mazur in [17] entwickelten Theorie der Galois-
Deformationen gelang A. Wiles im Jahr 1993 der Beweis der Modularitit unendlicher
Familien semistabiler elliptischer Kurven. Es wird vermutet, dass sich die Wiles’schen
Methoden weiter verfeinern lassen und man damit die Vermutung von Eichler, Shimura,
Taniyama und Weil auch fiir die in Abschnitt 3.6 eingefiihrte Frey-Kurve bestitigen
kann; leider ist dies bis heute noch nicht gelungen.
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5 Epilog
In diesem letzten Abschnitt soll schliesslich die Strategie eines Beweises der Fermat-

Vermutung unter Beniitzung der Theorie der elliptischen Kurven und der Modulformen
vorgestellt werden, wie sie von G. Frey und J-P. Serre vorgeschlagen wurde.

5.1. Der Satz von Ribet. Es sei ¢ > 5 eine Primzahl und a, b, c ein Tripel nichtver-
schwindender ganzer Zahlen mit g.g.T.(a,b,c) = 1,4 = —1 mod 4, b = 0 mod 2,
welches der Fermat-Gleichung
a + b =
geniigt. Weiter sei vorausgesetzt, dass die in 3.6 eingefiihrte Frey-Kurve
Egpe: Y2=X(X —a")(X +1b9

modular zur Stufe N = N, ist. Ist dann p ein Primteiler von N, ., so dass die exakte
in A7}, aufgehende Primzahlpotenz von p einen durch ¢ teilbaren Exponenten besitzt,

so ist die Frey-Kurve E; ;. sogar modular zur Sufe N’ = N, ./p.

Der Beweis dieses Satzes, den wir hier nicht in seiner allgemeinsten Form wiederge-
geben haben, beniitzt tiefliegende Ergebnisse liber die Geometrie und Arithmetik der
Modulkurven und ist deshalb sehr kompliziert; wir konnen an dieser Stelle leider nicht

niher auf ihn eingehen. Dem interessierten Leser mogen die Literaturhinweise [20] und
[21] weiterhelfen.

3.2. Der Widerspruch. Zum Abschluss dieser Note wollen wir jetzt zeigen, wie sich
unter Annahme der Giiltigkeit der Vermutung von Eichler, Shimura, Taniyama und Weil
fiir semistabile elliptische Kurven die Vermutung von Fermat mit Hilfe des Satzes von
Ribet beweisen ldsst: Im Gegensatz zur Vermutung diirfen wir nach dem in 3.6 Gesagten
annehmen, dass eine Primzahl ¢ > 5 und ein Tripel nichtverschwindender ganzer Zahlen
a,b,c mit g.g.T.(a,b,c) = 1,a= —1 mod 4, b = 0 mod 2 existieren, so dass

a +b=c
gilt. Aufgrund der gemachten Annahme ist die Frey-Kurve
Eape: Y2 =X(X —a')(X +1)

modular zur Stufe N = N, = le ac P- Da nun jede Primzahl p # 2, welche N,
teilt, aufgrund der Formel .
abe = 2% (abc)*

die Voraussetzung des Satzes von Ribet erfiillt, zeigt eine Iteration dieses Satzes, dass
die Frey-Kurve sogar modular zur Stufe 2 sein muss. Nach dem unter 4.3 Gesagten gibt
es aber keine solchen elliptischen Kurven. Dies ist ein Widerspruch und damit ist die
Fermat-Vermutung richtig.

5.3. Nachtrag. Bei der Drucklegung dieser Note erschienen die beiden Preprints “Modu-
lar elliptic curves and Fermat’s last theorem” von A. Wiles und “Ring theoretic properties
of certain Hecke algebras” von R. Taylor und A. Wiles, welche den Nachweis der Modu-
laritdt der Frey-Kurve E, ;. und damit den vollstindigen Beweis der Fermat-Vermutung
beinhalten sollen.
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