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Calcul des probabilites et modelisation

Henri Carnal

Henri Carnal, ne en 1939, a obtenu son doctorat en 1963 ä l'Ecole Polytechnique
Federale (ETH) de Zunch. Apres des sejours ä Vienne, Paris et New York, il a ete

nomme en 1966 professeur ä l'Universite de Berne, oü il enseigne en particulier
le calcul des probabilites II a dinge ä plusieurs repnses des stages destmes aux

enseignants dans le domaine des mathematiques apphquees et des probabilites.

Introduction

Les lycees suisses ont, depuis peu, la possibilite de remplacer le venerable cours de

geometrie descriptive par un programme de mathematiques appliquees encore ä definir.
L'ideal serait d'inciter les eleves ä effectuer des travaux d'assez longue duree (plusieurs
semaines) sur des themes inspires par des situations concretes. Un domaine privilegie
pourrait etre celui des jeux de societe, oü le calcul des probabilites intervient de
maniere naturelle. C'est pourquoi nous presentons ici quelques problemes sensiblement plus
exigeants que les exercices habituels, mais encore susceptibles d'etre abordes avec les

connaissances acquises au lycee. Dans un autre article [1], nous evoquons des sujets

amenes par l'actualite economique ou politique.
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1. Temps d'attente
II existe une multitude de problemes reels ou construits ä propos des temps d'attente:
temps necessaire pour atteindre un etat particulier ou une distribution stable, temps de

convergence d'un processus d'iteration, etc. On trouvera de nombreux exemples (souvent
assez ardus) dans l'ouvrage [2]. En ce qui concerne les temps de convergence pour les
chaines de Markov, on peut aussi consulter [3].

Nous commencerons par un probleme tout ä fait classique: un fabricant accompagne
ses produits de cadeaux choisis au hasard parmi k modeies. Combien d'achats sont-ils
necessaires pour obtenir toute la collection?

On appelle Tz le nombre d'achat effectues jusqu'ä l'acquisition de i objets differents. La
variable aieatoire (v.a.) qui nous interesse est donc T — Tk. Si l'on pose n k(ln k+m)
et que l'on appelle An l'evenement pas dobjet du modele j parmi les n premiers, on
trouve l'inegalite:

(1.1) P(T>n) P(A?U...UA5f)<^P(Af) /c(ri-|>) * ke'n'k e~m.

Pour k — 100, il faut donc environ 760 achats si l'on veut etre sür (ä 95 %) d'obtenir
toute la collection.

Nous remarquerons encore que la difference Ut Tl+X — Tt a une distribution geo-
metrique: P(LZ? > n) — (ijk)n, que Ui,...,l4-i sont des v.a. independantes et que
T 1 + tTiH + Uk-X. Cela va nous aider ä resoudre un deuxieme probleme, appa-
remment assez different du premier:

Nous considerons un jeu de k cartes, numerotees du 1 ä k et arrangees dans cet ordre de

bas en haut du paquet. Nous allons les brasser en soulevant ä chaque fois la carte situee

au sommet du paquet (la carte k ä la premiere Operation) et en replasant cette carte

au hasard dans le tas, les k positions possibles etant supposees equiprobables. Combien

d'Operations sont-elles necessaires ä un bon brassagel

II faut d'abord definir ce que sont des cartes bien brassees: Apres n Operations du type

evoque, on aura obtenu une permutation aieatoire on, donc un element aieatoire parmi
les k\ du groupe S*. Nous exigerons que, pour tout sous-ensemble A de Sk (le nombre
d'elements de A sera note \A\), on ait |P(a„ G A) - |A|/fc!| < e, avec e > 0.

On note K le nombre d'Operations jusqu'au moment oü i' i — 1 cartes sont placees

sous la carte 1, celle qui au depart etait la plus basse (i 2,..., k). On se persuade

facilement, par induction sur i, qu'ä ce moment-lä les V cartes inferieures sont bien
brassees: chacune des V\ permutations a la probabilite 1/z'! Cela vaut en particulier

pour i k et l'on en conclut qu'apres Vk + 1 Operations les cartes sont bien brassees.

Les Operations ulterieures ne changent rien ä cet etat de fait et nous pouvons donc ecrire:

P(an eA) P(an eA\Vk<n). P(Vk < n) + P(on eA\Vk>n)- P(Vk > n)

J^i • P(Vk <n) + P(<in e A | Vk > n) • P(Vh > n) ;
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P(^€A)-M P(^eA\Vk>n)-^ P(Vk >n)< P(Vk > n)

Or Wt K+i ~ Vt a la meme distribution que le Uk-t du probleme de tout ä 1'heure: ä

chaque Operation, on replace la carte soulevee dans l'une des k — i positions superieures
avec la probabilite (k — i)/k, ce qui implique

lc '\n
P(WZ > n) ' M

De plus, nos Wt sont toujours des v.a. independantes et Wx + Wi H + Wk~x =Vk,
donc Vk + 1 a la meme distribution que le T du probleme precedent. (1.1) et l'inegalite
trouvee donnent alors

(1.2) H«neA)-^ < P(Vk > n) P(T > n) 9_ e~

ou n k(ln k +m).
Pour k 52 et m 3 (donc e~m 0,05 on arrive ä n 360. II est possible de

demontrer que l'inegalite est presque une egalite.

P. Diaconis, un ancien prestidigitateur, discute dans [2] des methodes de brassage plus
realistes: si l'on divise le paquet en deux parties ayant respectivement i et j — k — i

elements et si l'on intercale de maniere ideale le premier ensemble dans le second

(l'ensemble permute doit occuper chacune des positions possibles avec la meme
probabilite), on obtient un brassage parfait apres environ log2(fc/2) Operations.

2. Problemes de ruine
Les premiers problemes de ruine furent resolus par Pascal en 1654. Aujourd'hui, on les

traite de preference ä l'aide de la theorie des martingales, ebauchee par Ville en 1940

et developpee par Doob dans les annees suivantes. Nous en presentons ici les premiers
elements (pour un expose complet, voir [4]).

O sera un ensemble, Sß une partition en sous-ensembles Ax, _42,..., A^ (souvent, les At
seront de la forme {oü : X(uj) a,Y(uj) fr,...} et on dira alors que Sß est engendree

par les v.a. X, V,...). En meme temps que S8, nous considerons la famille de toutes les

reunions de la forme At U A} U Cette famille est une algebre de sous-ensembles:

eile est stable pour les Operations de reunion, d'intersection et de complementation; par
abus de notation, nous 1'appellerons encore Sß. Une v.a. est dite Sß-mesurable si eile
est constante sur chaque At. Cela est vrai en particulier pour les indicatrices Ia,, qui
valent 1 sur At et 0 ailleurs. Toute v.a. ^-mesurable est combinaison lineaire de telles
indicatrices.

Uesperance conditionnelle d'une v.a. X par rapport ä Sß, notee E(X|Sß), est la v.a.
Öß-mesurable Y qui prend sur At la valeur suivante, que l'on pourra considerer comme
la moyenne de X sur At:

yl^E(XIAt)/P(Al) (i l,2,...,m).
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En tenant compte des remarques qui precedent, on demontre aisement:

(2.1) L'application X v-+ Y E(X|2ß) est lineaire, positive, donc monotone.

(2.2) Si Z est Sß-mesurable on a E(XZ) E(YZ) et E(XZ|Sß) ZE(X|Sß), en parti¬
culier: E(X) E(Y) et E(Z|Sß) Z.

(2.3) Si Sß C c6, c'est-ä-dire si les sous-ensembles de la premiere partition sont des

reunions de sous-ensembles de la seconde, on a: E(X|Sß) E [E^I^ISß].
X est dite independante de Sß si P(X c\At) P(X c) pour tout i et tout c. Cela
est en particulier vrai pour l'algebre triviale Sß {<_>,_!}.

(2.4) Si X est independante de Sß on a: E(X|Sß) E(X) (valeur constante).

Une martingale (Xn,Sß„)nG^ represente l'evolution de la fortune d'un joueur qui parti-
cipe ä une suite de jeux equilibres: Si Xn est la fortune apres n parties et si les elements
de Sßn sont les sous-ensembles que l'on peut distinguer ä ce moment-lä (Sß„ sera
souvent engendree par Xo,Xj,... ,Xn ou par un autre ensemble de v.a. dont dependra le

precedent), on postulera, outre la mesurabilite de Xn par rapport ä Sßn:

(2.5) Sßn C Sßn+i en tant qu'algebre,

(2.50 E(Xn+1|aw)=X„.

Dans les cas evidents, nous ne decrirons pas explicitement Sß„.

(2.50 signifie que la valeur moyenne de la fortune future, calculee ä partir des

connaissances actuelles, vaut predsement la fortune presente: on peut songer ä la valeur
d'actions en bourse.

En utihsant (2.3), on demontre par recurrence sur k ä partir de (2.50'

(2.6) E(Xw+Jfc|®„) Xn (k 1,2,...), en particulier E(Xn|Sß0) X0.

Un temps darret est une v.a. ä valeurs dans N U {oo} et teile que

(2.7) {oj : T(uj) n) e Sß„

pour n G N. On s'arrete donc au temps n sur la base d'informations recueillies jusqu'ä
ce moment-lä (il est permis de songer aux exemples du paragraphe 1). On demontre

facilement l'equivalence de (2.7) avec

(2.8) {uj : T(uj) < n} G Sßn

La martingale arretee au temps n est la suite

[Xt(u)
si n < T(uj)

(uj) sin> T(uj)

Nous negligerons parfois uj.
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Theoreme 1: (Xn,Sß) est encore une martingale

Demonstration L'ensemble {uj T(uj) > n}, complement de {T < n}, est dans Sß„ par
(2 8) Partant de Xn+l -X'n= I{T>n}(Xn+x - Xn), on deduit

(a) la mesurabihte de X'n par rapport ä Sßn (induction sur n),

(b) E(X£+1 - X'n\<3hn) I{T>n}E(Xn+I - X„|2ßn) 0 (par (2 50 et (2 2))

Theoreme 2: Si (i) T(uj) < no ou si (n) P(T(uj) < oo) 1 et \Xn\ < c quel que soit
n, alors E(XT|Sß0) X0

Ce deuxieme theoreme est fondamental en theone des martingales II signifie qu'on ne
saurait transformer un jeu equilibre en jeu favorable, meme avec une bonne Strategie pour
quitter le jeu Les hypotheses ne peuvent pas etre abandonnees un joueur qui doublerait
sa mise apres chaque echec et s'arreterait au premier succes ferait mentir le theoreme

ä condition d'avoir des reserves llhmitees

Demonstration Dans le cas (i), Xj Xno et l'on applique (2 6) Dans le cas (n),
Xr hmX^ (avec probabilite 1) et l'on applique le theoreme de Lebesgue sur la

convergence bornee

Probleme de la ruine: A et B jouent une suite de parties independantes A chaque

partie, la probabilite de gagner est p pour A et q 1 — p pour B La fortune initiale de

A est i, celle de B est ; (on pose i + ] — k) Le gagnant de chaque partie re^oit 1 Fr
du perdant Quelle est alors la probabilite que B soit ruine avant A^

Solution (a) p 1/2 On appelle Xn la fortune de A apres n parties et Sßn l'algebre
engendree par Xo,Xi, ,X„ On pose T min{n Xn 0 oü Xn k} (Xn,5ßn)
est une martingale, T un temps d'arret et P(T < oo) 1 (il suffit que A gagne k

parties successives pour que le jeu s'arrete et ce fait se produira enmk parties avec une

probabilite supeneure ä l — rm, oü r 1 — 2-fc < 1) Le theoreme 2, cas (n), donne
alors (cf (2 4) pour Sß0 triviale)

i Xo E(XT|Sß0) E(Xr) - fcP(XT fc),

d'oü P(XT fc) i/k
On remarquera encore que X2+i vaut (Xn — l)2 ou (Xn + l)2 avec probabilite 1/2 et

donc que E(X2+1 |Sßw) X2 -f 1 II s'ensuit que Mn Xn(k — Xn) + n est encore une

martingale par rapport ä Sßn et le theoreme 2 implique

ij=Mo E(Mt|®o) E(Mr) E(Xr(fc - Xr) + T)= E(T)

(b) p •£ 1/2 On pose A^ uXn avec u q/p, Solution de pu + qu~x 1, on peut

toujours venfier (2 50 et on obtient en appliquant le theoreme 2

ul Mo E(MT) w^P(XT fc) + m°P(Xt 0),

donc pour u — q/p

P(XT k)=u'~1
uk - 1
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Cas de 3 joueurs [6]: A, ß et C ont des fortunes initiales i,; et fc avec i + j + k h.

Chacun gagne une partie avec probabilite 1/3 et re^oit alors 1 Fr. de chaque perdant. On
s'arrete des que l'un des joueurs est ruine. Combien de parties aura-t-il joue en moyenne
jusque lä?

Solution: Xn,Yn et Zn seront les fortunes apres n parties, 3ß„ l'algebre engendree par
X0,Yo,Z0,...,X„,Y„,Z„ et T min{n : XnYnZn 0}. (Xw+J,Y„+i,Zn+1) prend les
valeurs (Xn + 2,Yn- 1,Z„ - 1), (Xn - 1,Yn + 2,Z„ - 1) et (Xn - 1,Yn - 1,Z„ + 2)
avec ä chaque fois la probabilite 1/3 et l'on verifie

E(Xn+lY„+1Zn+l|Sß„) - XnYnZn - (Xn + Yn + Zn) + 2 XnYnZn -(h- 2).

On en deduit que Mn XnYnZn + n(h — 2) est une martingale pour Sß„ et que

i;/c=Afc E(MT) E(r(Ä-2)),

donc que E(T) ijk/(i + j + k-2).
Generalisation: Si, dans la definition (2.50, l'egalite est remplacee par l'inegalite

E(XM+l|Sß„)<Xn,

on parle d'une surmartingale. Le theoreme 2 se modifie naturellement en E(Xf|Sßo) <
Xo.

Ce resultat est utilise dans [4] pour resoudre le probleme que voici: Un joueur, qui
possede une fortune initiale x, doit absolument atteindre la fortune a > x (on peut
toujours, en changeant au besoin d'unite, poser a — 1). Sa seule chance est de gagner
la somme manquante au jeu de rouge et noir dans un casino. II peut lä, ä chaque coup,
engager tout ou partie de sa fortune, sachant que son enjeu sera perdu avec probabilite
q et restitue ä double avec probabilite p 1 — q < 1/2. Comment faut-il jouer pour
atteindre la somme a 1 avec le maximum de chances?

On demontre l'optimalite de la Strategie audacieuse, celle qui consiste ä engager la
totalite de son avoir x si x < 1/2 et la difference 1 — x si x > 1/2. La probabilite
d'atteindre le but en partant d'un avoir x est alors une fonction f(x)9 que l'on calcule
d'abord pour

_1 1 3 k_

X~r 4' 4,'",2",""
ä partir de la formule de recurrence

1

pf(2x) si x <
M {

pf{2x) si x <
2

p + qf(2x-\) six>-

et que l'on complete sur [0,1] pour la rendre monotone.
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En appliquant une Strategie quelconque, on obtient une suite de v.a.

Xo x,XXl... ,Xn,...

On peut demontrer que la suite f(Xn) est une surmartingale en verifiant

Pf(x + y)+qf(x-y)<f(x)
pour 0 < y < x. L'exercice est relativement difficile (on se limite ä des x et des y de

la forme k/2n et l'on procede par induction sur n), ce pourquoi nous y renoncerons. La
version corrigee du theoreme 2 implique alors

/(*)=/(Xo)>E(/(Xr)) P(Xr l)

pour T min{n : Xn 0 ou 1}, ce qui revient au meme que le resultat annonce.

3. La propagation d'une rumeur selon [7]
Dans une population de N + 1 personnes, une rumeur se repand selon le modele suivant:

chaque personne informee essaie de transmettre la nouvelle en telephonant au hasard ä

l'un de ses N partenaires possibles. Si la personne appelee n'est pas encore au courant,
eile devient elle-meme active et se met ä telephoner. Sinon, la personne qui a appele se

resigne et abandonne toute activite. On suppose que l'histoire commence avec une seule

personne informee. Combien de personnes resteront-elles ignorantes lorsque les appels
auront cesse?

II faut distinguer trois categories de personnes: les ignorants, les actifs et les resignes,
dont les effectifs respectifs apres n appels seront notes Xn, Yn et Zn (dans la modelisation
d'epidemies, probleme analogue au notre, on parle d'infectables, d'infectes et d'immuni-
ses). On a naturellement:

(3.1) X0 N, Y0=1,Z0 0

et

(3.2) Xn + Yn + Zn N +1.

On passe du triplet (XM,Yn,Z„) ä (Xn — l,Yn -h 1,Z„) avec probabilite Xn/N et a

(XM,YM — 1,ZW + 1) avec probabilite 1 — Xn/N. Dans chaque cas, Xn+X — Zn+X

Xn—Zn — l,ce qui, ä partir de Xq — Zo N, implique Xn—Zn N — n et, en utihsant

(3.2), 2Xn + Yn 2N-n+l.
Si T min{n : Yn 0}, il s'ensuit:

(3.3) 2XT 2N - T + 1

Nous nous interessons au rapport Xt/N pour N —> oo (proportion finale des ignorants).
Avec les 8ßn habituelles, on trouve

(3.4) E(X„+1|2en) ^-(X„-l)+(l-^yX„ X„-(l-i
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Mn — Xn(l — 1/N) n devient donc element de martingale et le theoreme 2 dit

(3 5) N M) - E(MT) E XT (1 - 1%

ou bien, en divisant par N et en posant U Xt/N, oü T 2N(1 — LZ) + 1 par (3 3)

/ / 1
v 27V(l_-l)-l\

(3 6) e(ü(.-I) )„-E<_—>,

Avec le meme procede, on montre que Ln Xn(Xn — l)(l—2/N)~n est aussi element de

martingale et que hn_]v_+oo E(LZ2 exp(4(l — LZ"))) 1 Ce resultat et (3 6) impliquent que
la variance de la va V — U exp(2(l — LZ)) tend vers 0, donc que P(\V — 1| > e) —> 0

pour tout e —> 0 par l'megahte de Tchebychev (on dit que V tend vers 1 en probabilite)
Mais f(ü) — u exp(2(l — ü)) 1 aussi bien pour u 1 que pour u 0,204 Nous
allons exclure la premiere valeur gräce ä 1'argument suivant Si LZ > 1 — e, T 2z -f 1

avec 1 < i < Ne (cf (3 3)), ce qui signifie que i + 1 des 2i + l premiers appels ont
echoue Comme la probabilite d'un echec est 1 — Xn/N < 1 — Xj/N 1 — LZ < e,

l'evenement LZ > 1 — e a, au pire, la probabilite

'll + ^ ,i+i / V- ^2(2i+i)ei+i ___
4(4e)

i>i v 7 i>\ v ;

On en conclut que LZ tend vers 0 204 en probabilite II faut pourtant remarquer que le

resultat depend fortement de l'hypothese selon laquelle on se resigne des le premier
echec Si ce n'est le cas qu'au deuxieme, la proportion finale d'ignorants tombe ä 0 059,
Solution de ue3^"u>> 1
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