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Die Euler-Poincaré-Charakteristik
und ihre topologische Weiterentwicklung

Peter J. Hilton

Peter J. Hilton studierte in Oxford. Nach einigen Jahren Titigkeit an Universitéten
in England verlegte er seinen Wohnsitz in die Vereinigten Staaten und arbeitete seit-
her an verschiedenen amerikanischen Universititen. Seit 1982 ist er Distinguished
Professor of Mathematics an der State University of New York in Binghamton. Er
hat zahlreiche Biicher und Forschungsartikel geschrieben, die vor allem die Gebiete
algebraische Topologie, homologische Algebra und Gruppentheorie betreffen. Neben
der Forschung war ihm immer schon die Verbesserung des mathematischen Unter-
richts ein besonderes Anliegen. Viele Publikationen und eine rege Vortragstitigkeit
zeugen von seinen Bemiihungen in dieser Richtung.

1 Einfithrung

Neulich wurde mir ein Artikel zur Begutachtung zugesandt. Es ging darum, eine Variante
der Euler-Charakteristik fiir 2-dimensionale Polyeder zu definieren, welche auch fiir eine
grossere Klasse von (zweidimensionalen) Raumen anwendbar war. Bei den Autoren
handelte es sich um zwei Geometer von verdientermassen gutem Ruf, und der Artikel
war erwartungsgemdss klar und interessant. Ebenfalls den Erwartungen entsprechend
war er mit ausgezeichneten Zeichnungen ausgestattet, die dem Leser das Verstindnis
erleichterten.

Der Klassische Polyedersatz von Euler-Poincaré ist unbestritten einer der schonsten

 S#tze der elementaren Geometrie. Aber nicht nur schdn ist dieser Satz, er hat sich

im Laufe der Entwicklung der Mathematik auch als ausserordentlich fruchtbar erwie-

sen. Seine Verallgemeinerungen haben Anwendungen in Gebieten gefunden, die weit
 itber die klassische Geometrie und die Topologie hinausgehen und zum Beispiel die |
Amiysxs und die Dﬁmﬁﬂg&m&ﬁw betreffen. Heinz Hopf sagte einmal: “Der Satz

steht immer wieder im Zentrum, wie ein Familiengriinder, der selbst immer wieder

.als Oberhanpt wirkt,” - In seiner Arbeit geht Peter Hilton zuerst auf einige Verallge-

maimmﬁg&n des Polyedersatzes ein, die auf Arbeiten von Heinz Hopf und Solomon

Lefschetz aus den zwanziger und dreissiger Jahren zuriickgehen. Im letzten Abschnitt

berichtet er dann tiber einige Beispiele von sehr neuen Anwendungen aus der algebrai-
sfzﬁm Wgw, an denen Peter Hilton selbst beteiﬁgt war, ust
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Fig. 1

Der Artikel enthielt ferner eine ziemlich ausfiihrliche Geschichte der Entwicklung der
Euler-Charakteristik, welche insofern sehr bemerkenswert war, als sie keinerlei Hinweis
auf irgendeine Arbeit eines Topologen gab, die nach der Pionier-Arbeit um die Jahrhun-
dertwende von Poincaré erschienen war. Dabei handelte es sich keinesfalls nur um eine
Unterlassungssiinde gegeniiber der Topologie: Vielmehr liessen sich die Autoren in ihrer
Voreingenommenheit hinreissen, die Verallgemeinerungen der Euler-Charakteristik, wie
sie sich die Topologie im Verlauf der Entwicklung angeeignet hatte, geradezu zu verun-
glimpfen. So wurde ausdriicklich gesagt, diese Verallgemeinerungen liefen der Intuition
zuwider und entfernten sich wesentlich und ohne Rechtfertigung von Eulers urspriingli-
cher Idee. Ich behaupte, dass diese Feststellungen vollkommener Unsinn sind!

Ein weiterer Punkt hat mich schliesslich dazu bewogen, etwas zu unternehmen, um das
Gleichgewicht wiederherzustellen. Der zur Diskussion stehende Artikel enthielt ndmlich
an prominenter Stelle als Beispiel den in Figur 1 dargestellten Wiirfel mit Loch, zusam-
men mit einer Rechnung, welche den Anschein erweckte, die Euler-Charakteristik dieser
Flache sei 2. Daraus wurde die Schlussfolgerung gezogen, dass die Euler-Charakteristik
x manchmal versage! Natiirlich ist der wahre Wert fiir x in diesem Fall 0, und das
Versagen liegt nicht bei x, sondern bei der Art und Weise der Berechnung. Denn diese
liess die entscheidende Forderung ausser acht, dass fiir die Euler-Charakteristik von einer
Zellenzerlegung auszugehen ist und dass Zellen definitionsgemiss keine Locher haben
diirfen. Wie kann man erwarten, dass eine Rechnung, welche das Vorhandensein von
Loéchern ignoriert, das Vorhandensein von Lochern widerspiegelt? Dies war fiir mich ein
klarer Aufruf zur Tat!

Im 2. Abschnitt beschreibe ich die Euler-Poincaré-Charakteristik vom homologischen
Standpunkt aus. Im 3. Abschnitt zeige ich, wie dieser Standpunkt von einem wun-
derschonen Satz von Heinz Hopf abgeleitet werden kann und wie aus diesem Satz ein
wirkungsvoller Fixpunktsatz folgt, den wir Solomon Lefschetz verdanken. Ich gebe auch
einige wichtige Anwendungen dieses Satzes an, welche natiirlich allesamt topologische
Weiterentwicklungen des 20. Jahrhunderts von Eulers urspriinglicher Idee sind und sich
auf natiirliche, wenn auch subtile Weise von dieser Idee ableiten lassen. Im 4. Abschnitt
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gehe ich auf einige sehr neue Entwicklungen ein, von denen einige noch unverdffentlicht
sind.

Natiirlich mache ich hier keinen Versuch, alle neueren topologischen Entwicklungen in
dieser Richtung aufzuzeigen. Dennoch hoffe ich, mit diesem Artikel einen kleinen Beitrag
zur Uberbriickung des Grabens zwischen Geometrie und Topologie zu leisten. Dies war
auch mein Ziel, als ich die Einladung angenommen habe, an der 6. Internationalen
Geometrie-Konferenz in Haifa, Israel, im Mérz/April 1991 einen Vortrag zu halten'). Ich
glaube, dass das Programm-Komitee dieser Konferenz dasselbe Ziel vor Augen hatte,
als es mich einlud.

2 Die Euler-Poincaré-Charakteristik

Von nun an wird X ein kompaktes, zusammenhéngendes Polyeder bezeichnen. Wir neh-
men an, das Polyeder X sei in Zellen unterteilt, wobei wir unter einer Zelle das homoo-
morphe Bild eines offenen Simplex verstehen. Der Fall, wo die Zellen selbst Simplexe
sind, ist natiirlich eingeschlossen. Dann bezeichnen wir X als simplizialen Komplex. Da
das Polyeder X kompakt ist, enthélt es nur endlich viele Zellen.

Wir nehmen an, die Dimension dimX von X sei n und X enthalte genau c; Zellen
der Dimension i, oder i-Zellen. Dann ist die Euler-Poincaré-Charakteristik x(X) von X

gegeben durch
n
=Y (- (1)
i=0

Nimmt man die i-Zellen als Basis einer freien abelschen Gruppe C;(X), so heisst diese
Gruppe die i-te Kettengruppe von X (mit ganzzahligen Koeffizienten). Jede i-Zelle besitzt
einen Rand, welcher eine Linearkombination von (i — 1)-Zellen ist. Sind die Zellen zum
Beispiel selbst Simplexe, so kann ein orientiertes i-Simplex ¢ mit Hilfe einer Folge von
i 4+ 1 Ecken beschrieben werden,

= (aoal . .a,').

Der Rand Jo von o ist dann gegeben durch die wohlbekannte Formel (siche Figur 2)

aa——2(~ (a0 - .. ...a;), (2)

wobei 2; anzeigt, dass die Ecke a; weggelassen werden soll.

Der auf diese Weise definierte Rand ldsst sich eindeutig fortsetzen zu einem Homomor-
phismus von abelschen Gruppen

8 : Ci(X) — Ci_i(X). (3)

1) Dieser Artikel ist eine erweiterte Version des Vortrags, den ich an dieser Konferenz hielt.
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a)

ag - . a,
Fig. 2 0(agay az) = (a142) — (aoaz) + (aoa)

Entscheidend ist nun die Tatsache, dass gilt
00=0: C,(X) — C,'_z(X). (4)

Wir schreiben Z;(X) fiir den Kern von 9 : Cj(X) — C;—1(X) und nennen dies die
Gruppe der i-Zyklen. Weiter schreiben wir B;(X) fiir das Bild von 9 : C;(X) — C;(X)
und nennen dies die Gruppe der i-Rdinder. Dann folgt aus (4)

Bi(X) C Zi(X), (5)

d.h. jeder Rand ist ein Zyklus. Dies ermoglicht die wichtige Definition der Homologie-
gruppen. Es ist

H;(X) := Zi(X)/Bi(X) (6)

die i-te Homologiegruppe von X (mit ganzzahligen Koeffizienten.) Damit ist H;(X) eine
endlich erzeugte abelsche Gruppe und hat als solche einen Rang p;; dieser ist definiert
als die maximale Kardinalitit linear unabhéngiger Teilmengen von H;(X). Die Zahl p;
heisst auch die i-te Betti-Zahl von X. Im nichsten Abschnitt werden wir den folgenden
entscheidenden Satz herleiten:

n
Satz 2.1 x(X) =) (-1)p:.

i=0
Aus Satz 2.1 ergibt sich unmittelbar die topologische Invarianz von x, denn die Ho-
mologiegruppen von X sind selbst topologische Invarianten. Es gilt jedoch noch viel
mehr, denn die Homologiegruppen von X sind ja sogar Homotopieinvarianten von X.
Anschaulich bedeutet dies, dass sie unveridndert bleiben, wenn X “zusammengedriickt,
auseinandergezogen, deformiert und verzerrt wird, es darf nur nichts zerrissen werden”.
So sind zum Beispiel ein Kreis und ein Kreisring homotopie-dquivalent. Es folgt also
aus Satz 2.1, dass x(X) sogar homotopie-invariant ist.

Wir kénnen auch in einer anderen Richtung weitergehen. Anstatt die Menge der i-Zellen
als Basis einer freien abelschen Gruppe Ci(X) zu betrachten, kénnen wir diese Menge als
Basis eines Vektorraumes C;(X; Q) iiber dem Korper Q der rationalen Zahlen nehmen.
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Wir gehen nun gleich vor wie zuvor und berechnen die Homologiegruppen H;(X; Q).
Die Bettizahl p; = p;(Q) ist dann die Dimension des Vektorraumes H;(X; Q).

Schliesslich konnen wir Q) durch einen beliebigen anderen Korper F ersetzen, wobei
pi(F) analog definiert wird. Man stellt an Beispielen leicht fest, dass im allgemeinen
die Grossen p;(Q) und p;(F) verschieden sind. Trotzdem gilt nun erstaunlicherweise die
folgende Verallgemeinerung von Satz 2.1; sie lédsst sich mit Hilfe desselben Beweisar-
gumentes wie Satz 2.1 erhalten:

n
Satz 22 x(X) =) (-1)' pi(F).

i=0
Wir beenden diesen Abschnitt mit einem einfachen Beispiel, um die Bedeutung von
Satz 2.1 und seiner Verallgemeinerung, Satz 2.2, zur Geltung zu bringen. Wir wihlen
X = RP(2), die reelle projektive Ebene. Die Betti-Zahlen sind gegeben durch py = 1,
pr = 0 und p, = 0. Satz 2.1 liefert dann x = 1. Verwenden wir andererseits als
Koeffizienten den Primkorper F bestehend aus zwei Elementen, so gilt po(F) =1,
pi(F) = 1 und po(F) = 1. Wie vorhergesagt, bleibt die alternierende Summe gleich,
obschon die einzelnen Summanden andere Werte erhalten haben.

3 Der Hopf-Spur-Satz und der Lefschetz-Fixpunkt-Satz

Aus den Kettengruppen C;(X; F) ldsst sich ein Kettenkomplex bilden. Fiir unsere Zwecke
definieren wir einen Kettenkomplex C als eine Familie von endlichdimensionalen Vek-
torrdumen C; tiber F und linearen Abbildungen 0 : C; — C;_;, mit den folgenden
Eigenschaften

(i) 0i-10;=0:C; — Cip;

i) Ci=0,i<0;

(iii) es existiert n mit C; = O fiir i > n.

Wir nennen n die (globale) Dimension von C. Eine Kettenabbildung ¢ : C — D ist eine
Familie von linearen Abbildungen ¢; : C; — D; mit 0;p; = ¢;_0;. (Wir schreiben dafiir
gewohnlich kurz dp = 0 und sagen, ¢ kommutiere mit 0.) Es ist leicht zu zeigen, dass
die Einschrinkungen von ¢; auf Z;(C) bzw. B;(C) Abbildungen Z;(C) — Z;(D) bzw.
B;(C) — B;(D) liefern. Daher induziert ¢; eine Abbildung ¢.; : H;(C) — H;(D), d.h.
¢ induziert eine Familie von Homologie-Homomorphismen. Natiirlich sind H;(C) und
H;(D) selbst Vektorraume iiber F, und ¢,; ist eine lineare Abbildung. Ist a : V — V
eine lineare Selbstabbildung des Vektorraumes V, so bezeichnen wir mit tr o die Spur
yon a. Nun ldsst sich folgendes zeigen:

Satz 3.1 (Hopf-Spur-Satz) Es sei C ein n-dimensionaler Kettenkomplex, ¢ : C — C eine
Kettenabbildung und ¢, : H(C) — H(C) die induzierte Abbildung in der Homologie.
Dann gilt

n

Z ) trp; = Z( 1)’ tr .. (7)

i=0
Es ist leicht zu sehen, dass wir Satz 2.1 erhalten, wenn wir Satz 3.1 auf die Identitéts-
Abbildung des Kettenkomplexes C(X; Q) anwenden und dass wir den allgemeinen Fall,
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wo p; durch p;(F) ersetzt wird, auf dieselbe Art und Weise aus der Identitéts-Abbildung
des Kettenkomplexes C(X; F) erhalten. Daher kann der Satz 3.1 als eine Verallgemei-
nerung des Satzes 2.1 betrachtet werden, und die Grosse auf der linken Seite von (7)
kann als Verallgemeinerung der Euler-Poincaré-Charakteristik angesehen werden.

Wir betrachten nun eine stetige Funktion f : X — Y zwischen zwei Polyedern X und Y.
In jedem Standard-Textbuch iiber Algebraische Topologie (z.B. [HW], [Sp]) wird gezeigt,
wie man der Abbildung f eine Kettenabbildung ¢ : C(X;F) — C(Y;F) zuordnen kann.
Bei diesem Vorgehen wird zwar ¢ selbst durch f nicht eindeutig bestimmt, aber es wird
bewiesen, dass der induzierte Homologie-Homomorphismus ¢, : H(X) — H(Y') durch
f eindeutig bestimmt ist; tatsdchlich hingt er sogar nur von der Homotopieklasse von f
ab. Diese wichtige Tatsache liefert natiirlich auch den wesentlichen Schritt im Beweis fiir
die Homotopieinvarianz der Homologiegruppen. Wir wenden diese Uberlegungen nun
in der folgenden Weise an:

Es sei f : X — X eine Selbstabbildung des n-dimensionalen Polyeders X, welche die
Abbildung f, : H(X;F) — H(X;F) induziert. Wir definieren

n

A= (-1) trfai, (8)

i=1
und nennen Ay die Lefschetz-Zahl von f (beziiglich F). Dann folgt aus Satz 3.1 sofort

Satz 3.2 (Lefschetz-Fixpunkt-Satz) Ist die Selbstabbildung f : X — X homotop zu einer
Abbildung ohne Fixpunkte, so gilt Ay = 0.

Wir machen dazu die zwei folgenden Bemerkungen. Erstens konnen wir beim Be-
weis dieses Satzes (der lediglich die Standard-Techniken der simplizialen Approximation
beniitzt) annehmen, dass f selbst fixpunktfrei ist, da As eine Homotopieinvariante von f
ist. Zweitens induziert jedes beliebiges f die Identitit auf der Homologiegruppe Hy(X),
welche unendlich zyklisch ist, da X zusammenhingend ist. Daher gilt tr f,o = 1.

Wir schliessen nun einige sehr weit filhrende Folgerungen aus Satz 3.2 an.

Korollar 3.3 Jede Selbstabbildung eines kompakten, zusammenhdngenden, zusammen-
ziehbaren Polyeders hat einen Fixpunkt.

Beweis Es sei f : X — X eine Abbildung des zusammenziehbaren Polyeders X. Dann
gilt H;(X;F) = 0 fiir i > 1 (denn dies gilt trivialerweise im Fall, wo X nur aus einem
einzigen Punkt besteht). Daher folgt tr f,; = O fiir i > 1. Aber es gilt, wie wir oben
bemerkt haben, tr f,o = 1. Damit ergibt sich Af = 1.

Dies ist eine weitgehende Verallgemeinerung des beriihmten Brouwerschen Fixpunktsat-
zes, der sich auf Selbstabbildungen einer n-dimensionalen Vollkugel bezieht.

Die Homologiegruppen (mit ganzzahligen Koeffizienten) einer n-Sphire S™ sind gegeben
durch

Ho(S")=Z, Hu(S")=2Z, H;i(S")=0,i+#0,n. (9)
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Ist f : S" — S™ eine Selbstabbildung?), so induziert f auf H,(S") einen Endomorphismus
von Z, also die Multiplikation mit einer ganzen Zahl d. Wir nennen d den Grad der
Abbildung f. Natiirlich ist d eine Homotopieinvariante von f.

Korollar 3.4 Ist f : S" — S" homotop zu einer Abbildung ohne Fixpunkte, so gilt
d=(-1)"1

Beweis Aus Korollar 3.3 folgt Af = 1+ (—1)"d, wobei A in Bezug auf Q berechnet
wird.

Auch die Umkehrung von Korollar 3.4 ist richtig, denn die antipodale Abbildung?)
(X0, X1, ..., Xn) — (X0, —X1,. .., —Xp)

hat keinen Fixpunkt und ist vom Grad (—1)"*!. Weiter ist jede Abbildung vom Grad
(—1)"*! homotop zur antipodalen Abbildung.

Korollar 3.5 Die Sphdre S" ldsst genau dann ein stetiges Feld von Einheitstangential-
vektoren zu, wenn n ungerade ist.

Beweis Es sei n ungerade und sei V das Vektorfeld, welches dem Punkt (xg, x1,...,X,)
den Einheitsvektor (x;, —x¢,X3, —X2,...,X,, —X,—1) zuordnet. Dies liefert offensicht-
lich ein stetiges Feld von Einheitstangentialvektoren. Fiir die Umkehrung betrachte wir
ein derartiges Feld auf S". Fiir jeden Punkt pp € S" gehe man in Richtung des zu-
gehorigen Feldvektors um eine Einheit vorwirts und libertrage diese Bewegung durch
radiale Projektion vom Mittelpunkt O aus auf die Sphire (siehe Figur 3). Dann ist die
Funktion f, welche dem Punkt py den Punkt p; zuordnet, offensichtlich eine (stetige)
Selbstabbildung von S" ohne Fixpunkt. Andererseits ist es genauso offensichtlich, dass
f homotop ist zur Identitidts-Abbildung, welche selbstverstindlich vom Grad 1 ist. Damit
folgt 1 = (—1)"*! auf Grund von Korollar 3.4. Also ist n ungerade.

Diese Beispiele beschreiben einige der Triumphe der topologischen Entwicklungen der
Euler-Charakteristik aus der ersten Hilfte dieses Jahrhunderts. Sie mdgen geniigen, um
den absurden Vorwurf zuriickzuweisen, die hier vorgefiihrten topologischen Begriffs-
bildungen seien unnatiirlich und nicht intuitiv. Wir wenden uns nun (einigen wenigen)
weiteren und sehr neuen Entwicklungen zu.

4 Selbstiiberlagernde Polyeder

Definition 4.1 Es sei p : X — X eine (stetige) Abbildung des zusammenhingenden
Polyeders X auf X. Dann heisst p eine Uberlagerungs-Abbildung und X eine Uberla-
gerung von X, falls es fiir jedes x € X und # € p~!(x) Umgebungen U(x) und U(%)
gibt, sodass

@) U(x) von p homdomorph auf U(x) abgebildet wird;

2) Es wird selbstverstindlich immer angenommen, dass eine Abbildung zwischen topologischen Riumen
eine stetige Abbildung ist.

3) Wir stellen uns S als Einheitssphire x3 + x2 + - - - + x2 = 1 eingebettet in R"*! vor.
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Fig. 3 Ein Einheitstangentialvektor ppg; und seine Projektion auf die Sphidre S” mit Zentrum O.

@ii) U(%,) und U(%,) disjunkt sind, falls %, und %, voneinander verschiedene Punkte in
—1 .
p~ (x) sind;

(i)  p~'UX) = Usep1(n UG-
Als Beispiele erwihnen wir:

(a) Die Abbildung R' — S', welche gegeben ist durch x +— ¢'*, ist eine Uberlagerungs-
Abbildung.

(b) Die Abbildung S"™ — RP(n), welche diametral gegeniiberliegende Punkte auf S”
identifiziert, ist eine Uberlagerungs-Abbildung von S” auf den n-dimensionalen re-
ellen projektiven Raum.

Uberlagerungs-Abbildungen sind sehr gut geartet. Die Kardinalitit von p~!(x) ist unab-
hiingig von x und heisst die Anzahl der Bldtter der Uberlagerung. Es handelt sich also
bei Beispiel (a) um eine Uberlagerung mit unendlich vielen Blittern und bei Beispiel
(b) um eine zweiblittrige Uberlagerung. Versehen wir X mit einer simplizialen (oder
allgemeiner mit einer zelluldren) Struktur, so kénnen wir X eine assoziierte simpliziale
Struktur geben, derart dass p eine simpliziale Abbildung ist und dass das Urbild eines
i-Simplexes von X aus d i-Simplexen von X besteht, wobei p eine d-blittrige Uberla-
gerung ist. Damit lédsst sich sofort schliessen:
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Satz 4.1 Ist p : X — X eine d-blittrige Uberlagerungs-Abbildung, so gilt
x(X) =d x(X).

Kehren wir zu Beispiel (b) zuriick, so sehen wir, dass Satz 4.1 erlaubt, die Euler-Poincaré-
Charakteristik des reellen projektiven Raumes zu berechnen. Es gilt x(RP") = 1 fiir
gerade n und x(RP") = 0 fiir ungerade n.

In diesem Abschnitt werden wir Polyeder untersuchen, die Selbstiiberlagerungen zu-
lassen, d.h. kompakte, zusammenhingende Polyeder X, fiir die es eine nichttriviale*)
Uberlagerungs-Abbildung p : X — X gibt. Da X kompakt ist, muss die Anzahl d der
Blitter der Uberlagerung endlich sein, und auf Grund der Nichttrivialitit muss gelten
d > 2. Wir schliessen daher sofort aus Satz 4.1

Korollar 4.2 Falls X eine Selbstiiberlagerung zuldsst, so gilt x(X) = 0.

Wir bemerken, dass die Untersuchung von Selbstiiberlagerungen durch Arbeiten in der
Differentialgeometrie auf Infranil-Mannigfaltigkeiten angeregt worden ist. Wir werden
darauf aber nicht eingehen. Das klassische Beispiel eines selbst-iiberlagernden Polyeders
ist S!, denn die Abbildung e’* — e’ ist eine d-blittrige Uberlagerung. Die einzigen
Kandidaten fiir selbst-iiberlagernde Polyeder unter den geschlossenen Fldchen sind wegen
Korollar 4.2 der Torus S' x S! und die Kleinsche Flasche K. Es ist klar, dass sich der
Torus selbst iiberlagert. Wir haben sogar

Satz 4.3 Ist X selbstiiberlagernd, so ist auch X x Y selbstiiberlagernd.
Beweis Betrachte eine nichttriviale Uberlagerungs-Abbildung p : X — X. Dann ist

pxIdy : X xY - X xY

eine nichttriviale Uberlagerungs-Abbildung.

Beachte, dass Satz 4.3 vollstindig mit Korollar 4.2 vertréglich ist, denn es gilt

Satz 4.4 (X x Y) = x(X)x(Y).

Dies ldsst sich mit Hilfe der Kiinneth-Formel fiir die Homologiegruppen eines topolo-
gischen Produkts leicht zeigen [HW]. Man beachte auch, dass Satz 4.4 nicht nur eine
klare Rechfertigung fiir die Ausdehnung der Euler-Charakteristik auf hohere Dimensio-
nen liefert, sondern auch die von den Topologen gewihlte Erweiterung der Definition
unwiderlegbar als die richtige nachweist.

Wir skizzieren nun einen Beweis dafiir, dass die Kleinsche Flasche K selbstiiberlagernd
ist. Die Einzelheiten sind in [H] zu finden.

4) Wir miissen ausdriicklich nichttriviale Uberlagerungen verlangen, denn jeder Homéomorphismus ist eine
Uberlagerungs-Abbildung.
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Satz 4.5 Fiir jede ungerade Zahl d gibt es eine d-blittrige Uberlagerung K — K.

Beweisskizze Da K asphirisch ist, geniigt es zu zeigen, dass die Fundamentalgruppe G
von K Untergruppen H vom Index d besitzt, welche zu G isomorph sind. Wir haben

G=@ylyy  =x7").
Wenn wir Erzeugende a = xy und b = y wibhlen, erhalten wir
G = {(a,b|a* =b*).
Wir beweisen nun das folgende Lemma.

Lemma 4.6 Es seien G = (a,b | a¥ = b*) und H eine Untergruppe von G, welche von
a" und b" erzeugt wird, wobei h und k teilerfremd sind. Dann gilt: (i) H ist normal in
G und G /H ist zyklisch von der Ordnung h; (ii) H = G.

Skizze des Beweises des Lemmas (i) Wir wihlen u und v mit hu + kv = 1. Damit ist
b—la"b = b—kvp—hughphupko — p—hughph denn b* liegt im Zentrum von G. Daher liegt
b='a"b in H. Auf dhnliche Weise erhalten wir a—'b"a € H. Also ist H normal in G, und
es folgt

G/H = (a,b |a* =b*,a"=1,b" =1).

Aus @k = bk, a" = p" ergibt sich a = b, und damit
G/H=(a|a"=1).
(ii) Die Elemente von G lassen sich in der Normalform
cla"b* - - a’b*r

schreiben. Dabei gilt ¢ = ak = b* und 0 < ri,5; < k — 1, und es diirfen ausserdem
hochstens 7y und s, gleich Null sein. Dann zeigt man, dass die Elemente von H die
gleiche Normalform C1A" B ... AB* mit A = a", B = B" und C = ¢" zulassen.
Jetzt brauchen wir nur noch k = 2 zu wihlen, sodass h eine beliebige ungerade Zahl ist,
weiter die Einbettung H C G durch eine echte Injektion i : G— G zu ersetzen und i
durch eine Uberlagerungs-Abbildung p : K — K zu realisieren. Man beachte schliesslich,
dass K der Torus ist, falls es sich bei p : K — K um eine d-blittrige Uberlagerung, d
gerade, handelt.

Um weitere interessante Beispiele zu erhalten, bedarf es einer Anzahl technischer Vorbe-
reitungen. Ein moglicher Zugang wird in [CH] und [H] vorgestellt. Es sei N eine endlich
erzeugte nilpotente Gruppe, gegeben durch die Prisentierung®)

N=(x,y|x"=1, yxy ' = x*).

Weiter sei t die Ordnung von umodn. Fiir jedes m, welches teilerfremd ist zu ¢, setzen
wir

Np=(x,y|x" =1, yey~' = 2.

Wie man zeigen kann (siehe [CH]) ist N, ebenfalls nilpotent, und wir haben

5) N ist nilpotent genau dann, wenn gilt p | (u — 1) fiir jeden Primteiler p von n.
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Satz 4.7 N,,, = N,,, & m; = tmymod¢t.

Wir koénnen nun fiir jedes m ein Polyeder X,, konstruieren, welches ein Kreisbiindel
iiber einer festen Basis ist, so dass

TXm=C=(), mXuw=2Z/n={@) und - -a=u"a. (10)

Hier ist m; die Fundamentalgruppe und 7, die zweite Homotopiegruppe (auf der
operiert), und C ist unendlich zyklisch®). Das Gegenstiick zu Satz 4.7 ist

Satz 4.8 Die Polyeder X,,, und X, sind genau fiir my = +m, modt homotopiedquiva-
lent.

Dann gibt es fiir jedes m eine d-blittrige Uberlagerung p : X,, — X,, fiir jedes d =
I modtf. Die Situation hier ist jedoch noch interessanter. Denn tatséchlich gibt es fiir
jedes zu t teilerfremde Paar m;,m, Uberlagerungs-Abbildungen X,;, — X,,. Ferner
kann p : X,, — X, als Zusammensetzung X,, — X,» — X, fiir jedes andere zu ¢
teilerfremde m’ verwirklicht werden. Daher iiberdecken sich X, und X, gegenseitig;
sie sind aber nicht dquivalent — die Schroder-Bemstein-Eigenschaft ist hier nicht erfiillt.
Ubrigens gewihrleistet eine schwache Verallgemeinerung eines tiefen Resultates, das auf
Serre [Se] zuriickgeht, dass diese Kreisbiindel X,,, wie verlangt der Gleichung x(X,;) = 0
geniigen.

Damit schliesse ich mein Pldadoyer.
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6) Ich schreibe C, da die Fundamentalgruppe im allgemeinen nicht kommutativ ist und daher multiplika-
tiv geschrieben wird. Die hoheren Homotopiegruppen sind hingegen kommutativ und werden additiv
geschrieben.
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