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Aufgaben

Neue Aufgaben

Losungen sind erbeten bis zum 10. Mai 1994 an:

— Peter Gallin, Tifenbach 176, CH-8494 Bauma, oder

— Hans Walser, Gerlikonerstrasse 29, CH-8500 Frauenfeld

Aufgabe 1078: Lexikographische Anordnung der Catalan-Worter

Als Catalan-Worter vom Index 7 iiber dem Alphabet 0,1 bezeichnet man 2n-stellige
Worter aus je n Zeichen O und 1, in denen bei jeder beliebigen Unterteilung im vorderen
Abschnitt die Anzahl der Zeichen 1 die Anzahl der Zeichen O nicht iibertrifft.

Man denke sich die Catalan-Worter vom Index n lexikographisch angeordnet. Wie heisst
dann das Nachfolge-Wort f zum Wort f = fif - - fon?
Max Jeger {, Luzern, CH

Aufgabe 1079: Das exzentrische Windrddchen

Das “Windradchen” im regelmissigen n-Eck halbiert dessen Fliache (linke Figur fiir
n = 5). Wie verhilt es sich beim exzentrischen Windrddchen, bei dem von einem
inneren Punkt im regelméssigen n-Eck einerseits die Lote zu den Seiten und andererseits
die Verbindungstrecken zu den Ecken gezogen werden (rechte Figur)?

Hans Walser, Frauenfeld, CH
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Aufgabe 1080 (Die einfache dritte Aufgabe):
Wendeltreppe im quadratischen Treppenhaus

Nicht selten begegnet man Treppen, deren Stufenkanten sich regelmdssig lings einer
Schraubenfliche hochwinden. Befindet sich eine solche Wendeltreppe in einem Treppen-
haus mit quadratischem Grundriss und sind die Stufen bis an die Mauer des Treppen-
hauses hinaus verldngert, so erhilt die dussere Treppenwange und der zu ihr parallele
Handlauf eine elegant geschwungene Form. Von welcher Gestalt ist sie?

Peter Gallin, Bauma, CH

Losungen

Aufgabe 1067. Die Potenzmenge P(M,) der Menge M, = {1,2,...,n} ist durch die

Teilmengenrelation C teilgeordnet. Eine k-Teilmenge {A;, Az,..., Ax} von P(M,) ist

linear geordnet, wenn A; C Ay C --- C Ay gilt. Man bestimme deren Anzahl a(n, k).
Jany C. Binz, Bolligen, CH

Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind 8 Losungen eingegangen: Jiirgen
Beckmann (Diisseldorf, D), Joachim Klose (Bonn, D), Andreas Miiller (Leimen, D),
Werner Raffke (Vechta, D), H.-J. Seiffert (Berlin, D), Roland Wyss (Flumenthal, CH; 3
Losungen). Dabei sind im wesentlichen folgende zwei Losungswege beschritten worden:

Im ersten Losungsweg wird eine injektive Zuordnung der Menge der linear geordneten
k-Teilmengen von P(M,) in eine andere Menge konstruiert, wo sich die gesuchte Anzahl
mit Inklusion-Exklusion bestimmen lédsst. Dies fiihrt zur alternierenden Summe

a(n, k) = (k +1)" - (k . 1)k”+ (k N 1>(k— 1" — ...+(_1)k—1(’; B 1)2

Im zweiten Losungsweg wird obiger Ausdruck fiir a(n, k) als Vermutung aufgestelit und
hernach induktiv bewiesen. Der Induktionsbeweis basiert auf einer Rekursionsformel,
die wie folgt gefunden werden kann (nach Miiller): Die Rekursionsformel soll die Werte
a(n,.) aus jenen von a(n — 1,.) bestimmen. Es ist also zu iiberlegen, wie man linear
geordnete k-Teilmengen von P(M,,) aus solchen von P(M,_;) bestimmen kann. Dies
kann geschehen, indem man aus einer (k — 1)-Teilmenge {A,,...,Ax—1} von P(M,_)
die k-Teilmengen

(A,..., A, Asu{n),... AU {nd), 1<s<k

bildet, oder indem man aus einer k-Teilmenge {A;, Az,...,Ax} von P(M,_,) die k-
Teilmengen

{Al,...,As-l,ASU{Tl},...,AkU{Tl}}, 1<s< k+1

bildet. Die beiden Methoden ergeben disjunkte Mengen von k-Teilmengen, denn im
ersten Verfahren erhilt man genau diejenigen k-Teilmengen, in denen es zwei aufeinan-
derfolgende Mengen gibt, die sich genau um das Element n unterscheiden, das zweite
Verfahren liefert alle iibrigen k-Teilmengen, insbesondere (fiir s = k + 1) auch jene,
deren Vereinigung n nicht enthélt. Man hat also die Rekursionsformel

an,k)=(k+1)-aln—1,k)+(k—=1)-a(n—1,k —1).
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Aus P (@) = {0} ergeben sich die Anfangswerte a(0,1) = 1 und a(0,7) = O fiir r > 2.
Eine Vereinfachung der Darstellung ergibt sich unter Verwendung der Stirlingschen Zah-

len zweiter Art (Wyss). Der Aufgabensteller bemerkt noch, dass sich fiir k > n + 1 als
Zusatzergebnis die Formeln

n = zn:(—l)"(’i’) (n+2—i)"

i=0
und

0= (—l)i(njr)(n+r+2—i)",r>0
i=0

ergeben.

Aufgabe 1068. (Kurzfassung) Ein Schreiner sdgt auf einer horizontalen Werkbank meh-
rere identische Zierleistenstiicke zurecht. Das Ségeblatt, mit dem er jede Schnittfliche
herstellt, befindet sich anfangs in vertikaler Lage normal zur Laufrichtung der Leiste.
Es wird sodann um eine vertikale Achse mit 45° verdreht. Anschliessend wird es um
eine horizontale Achse nochmals mit 45° aus seiner Vertikallage heraus geschwenkt.
Die beiden abschliessenden Schnittflichen jedes Stiicks liegen symmetrisch beziiglich
dessen Mittelnormalebene. Durch biindiges Zusammenleimen solcher Stiicke erhilt der
Schreiner zu seiner Verwunderung einen geschlossenen Rahmen. Aus wie vielen Stiicken
besteht der Rahmen? Welche Verallgemeinerungen dréngen sich auf?

Peter Gallin, Bauma, CH

Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind vier Losungen eingetroffen: Jiir-
gen Beckmann (Diisseldorf, D) beantwortet die Fragen mit ausgeprigtem Bezug zum
Schreinerhandwerk, Andreas Miiller (Leimen, D) wihlt die Spitze einer regelmissigen
n-seitigen geraden Pyramide als Triger des n-seitigen Zierleistenrahmens, J. Schaer (Cal-
gary, CDN) leitet unter Verwendung einer Winkelbeziehung des rechtwinkligen Dreikants
eine explizite Formel fiir die Kombination der beiden Drehwinkel der Sdge her und Ro-
land Wyss (Flumenthal, CH) setzt die Matrizenrechnung ein, um die beiden Drehungen
zusammenzusetzen und so auf die gleiche Winkelbeziehung zu stossen, die fiir einen
regelmissigen n-seitigen Rahmen gelten muss.

Losung von Jiirgen Beckmann. Fiir eine solide Verbindung der Zierleisten konnte der
Schreiner auf die Idee kommen, am einen Ende der Leisten einen Zapfen und am
anderen Ende ein dazu passendes Bohrloch anzubringen, beide jeweils senkrecht zur
Schnittfliche. Solchermassen erginzte Bauteile unterstiitzen nun gliicklicherweise auch
sehr stark die Anschauung des mathematischen Problems: Erstens wird klar, dass ein
vollstindiger Rahmen in der durch Zierleiste und Zapfen/Bohrloch definierten Ebene
entstehen muss, und zweitens sieht man ein, dass der Winkel zwischen zwei zusammen-
gefiigten Zierleisten gleich dem Doppelten des Winkels zwischen einer Leiste und ihrem
Zapfen ist, denn:

/(Leiste;, Leiste;) = /(Leiste;, Zapfen,) + Z(Loch,, Leiste;) = 2 - /(Leiste, Zapfen).
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Einen geschlossenen Rahmen mit # Seiten erhilt man also dann und nur dann, wenn

n
Z /(Leiste;, Leiste; ) = 2n - /(Leiste, Zapfen) = 360°. (1)

i=1

Fiir den in der Aufgabenstellung beschriebenen Schnitt berechnet man /(Leiste, Zap-
fen) = 60°. Der Schreiner wird also einen dreieckigen Rahmen erhalten.

Kommentar. Die in der Aufgabenstellung geschilderte Geschichte entstammt nicht —
wie ein Loser vermutet — einem Lehrbuch, sondern hat sich — wie die obenstehende
Fotografie glaubhaft machen soll — tatsidchlich zugetragen. Mit der beigefiigten Figur

Normale der Schnittebene
nach 2. Schwenkung um
horizontale Achse mit B

Normale der Schnittebene
in Ausgangsposition

Normale der Schnittebene
nach 1. Schwenkung um
vertikale Achse mit o

soll ferner die bei allen Losern nur angetonte Berechnung des Winkels v = /(Leiste,
Zapfen) nachvollziehbar gemacht werden. Sie stellt drei Grosskreisstiicke «, 3 und ~
auf der Einheitskugel dar, wobei o und 3 senkrecht zueinander stehen. Die Normale der
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Sageschnittebene wird von der Ausgangslage (der Laufrichtung der Leiste) zuerst mit o
in die erste, dann mit (8 in die zweite Position gedreht, welche mit der Ausgangslage
den Winkel v einschliesst. Durch eine Normalebene zur zweiten Position entsteht ein
rechtwinkliges Dreieck, dessen eine Ecke den Abstand

Cos @ - COs 3 = cOs 7y (2)

vom Kugelmittelpunkt aufweist. Damit nun ein geschlossener n-seitiger Zierleistenrah-
men entsteht, wird gemiss (1) die Forderung v = 180° /n gestellt. Zu jedem vorgegebe-
nen 7 gibt es dann unendlich viele Paare (o, 3), die (2) geniigen. Das bedeutet, dass die
Leisten bei vorgegebenem 7 noch um ihre Langsachsen gedreht werden konnen. Die Be-
ziehung (2) wird auch “sphirischer Satz des Pythagoras” genannt. Fiir kleine Winkel «,
$ und ~ gilt in der Tat niherungsweise o 4+ 3% = 72, was bei einer Reihenentwicklung
von cos a, cos 3 und cos~y unter Vernachlidssigung hoherer Glieder sofort aus (2) folgt.
Uberraschenderweise gilt die Niherung o + 3% = 2 sogar fiir konkrete Fille recht gut:
Fiir n = 7 beispielsweise ist v =~ 25.71°. Wihlt man a = 20°, liefert (2) 8 ~ 16.5058°.

Damit wird /a2 + 3% ~ 25.93°.
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