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Bemerkung zu einer Arbeit von M. Vignati

Fig. 1

Georg Unger

Georg Unger wurde 1909 in Stuttgart geboren. Nach Studien in Deutschland und in
Ziirich promovierte er 1941 bei P. Finsler iiber ein Thema aus der Differentialgeo-
metrie. Nach 10jdhriger Lehrtétigkeit an einem Privatgymnasium war er wihrend 25
Jahren Leiter der Mathematisch-Astronomischen Sektion am Goetheanum in Dor-
nach. Georg Unger ist Autor und Herausgeber von mehreren Biichern.

In der Arbeit von M. Vignati [1] er-
gab sich aus einer Uberlegung iiber
harmonische Funktionen das fol-
gende rein geometrische Resultat
(siehe Figur 1):

Man betrachte zu einem gegebenen
Kreis T und einem inneren Punkt
A die Kreise k durch A, welche T
orthogonal schneiden. Dann gehen
die zu den Schnittpunkten von k und
I" gehorigen Sehnen alle durch ei-
nen gemeinsamen Punkt A" .

Die Kleine m von Gevrg Unger zezgt wieder ginmal in aller Qeuﬁwiakeit, dass
éﬁ& Ia?aﬁvt)‘ﬂen Siitze der synﬁmhen Eleméntargeometrie, die schon wieder in Ver-

‘ m fm timhen, eman gms&en am}yﬁschm Rmhmaufwanﬁ sehr e:legant
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Es wurde in jener Arbeit die Frage nach einem elementargeometrischen Beweis dieses
Resultates aufgeworfen. In der vorliegenden Note geben wir einen solchen Beweis und

schliessen einige Bemerkungen zu den bekannten Modellen der hyperbolischen Ebene
von Poincaré und Klein an.

Beweis Man projiziert I' und A stereographisch auf die Kugel mit dem Aquator I" aus
dem Pol N (siehe Figur 2). Das Bild k' des Orthogonalkreises k von I" durch A schneidet
— wegen der Winkeltreue der Abbildung — I' orthogonal. Der Kreis k’ liegt also in einer
vertikalen Ebene durch den Bildpunkt A’ von A. Durchléuft k alle Orthogonalkreise von
I' durch A, so erhilt man auf diese Weise ein Ebenenbiischel, dessen Schnitt mit der
Ebene von I das fragliche Strahlenbiischel durch A” erzeugt.

=D

N
| RIS
'E}./
s

Fig. 2

Bemerkung 1 Die hier verwendete stereographische Projektion, gefolgt von einer ortho-
gonalen Parallelprojektion zuriick auf die Aquatorebene, wird verwendet bei der Um-
wandlung eines kreisformigen Modells der hyperbolischen Ebene nach Poincaré, in wel-
chem die in T" liegenden Bogen von Orthogonalkreisen die nicht-euklidischen Geraden
sind, in ein Modell nach Klein mit den offenen Strecken im Innern des Kreises als Bilder
der nicht-euklidischen Geraden.

Die Figur bestehend aus I', A und dem orthogonalen Bild A” von A’, stellt also die

Superposition eines ebenen Strahlenbiischels der hyperbolischen Geometrie in den Mo-
dellen von Poincaré und Klein dar.
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Bemerkung 2 Der planimetrische Beweis kann so gefiihrt werden: Die Sehnen der
Orthogonalkreise k von I" sind die Polaren von O beziiglich der Kreise k. Die Orthogo-
nalkreise bilden ein Kreisbiischel durch A und seinen beziiglichen I'" inversen Punkt Ay.
Der Schnittpunkt einer Polare mit der Geraden O, A, Ay ist daher der vierte harmonische
Punkt zu O beziiglich A, Ap und somit fest.
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