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Die Summe der Reziproken der natürlichen
Zahlen ohne Ziffer 9

Hans-Jürgen Fischer

Hans-Jürgen Fischer hat von 1972 bis 1976 an der Technischen Universität Chemnitz
(Karl-Marx-Stadt) Mathematik studiert und 1980 in Kiew promoviert Zur Zeit ist
er im Fachbereichsrechenzentum Mathematik der Technischen Universität Chemnitz

tatig Er beschäftigt sich vor allem mit analytischen Methoden und deren Umsetzung
in Computeralgonthmen

Die nur auf den ersten Blick verblüffende Tatsache, daß die Reihe konvergiert, die aus
der (divergenten) harmonischen Reihe durch Weglassen aller der Glieder entsteht, in de-

rem Nenner die Ziffer 9 auftritt, ist seit langem bekannt (einige Literaturhinweise wurden
in [3] zusammengestellt). Offensichtlich ist aber auch, daß die Reihe extrem langsam
konvergiert, zudem verhalten sich die Partialsummen nicht so regelmäßig, daß man in
naheliegender Weise auf den Wert dieser Reihe extrapolieren könnte. Das ist wohl auch
der Grund, weshalb in der Literatur lediglich mehr oder weniger grobe Abschatzungen

bewiesen werden für einen wohldefinierten (und also berechenbaren) Zahlenwert.
Interessanterweise läßt sich die Summe der Reihe sehr genau berechnen.

1 Eine Funktionalgleichung
Bezeichnen wir die Menge der natürlichen Zahlen, in deren Dezimaldarstellung die
Ziffer 9 nicht vorkommt, mit M. Diese Menge hat eine einfache Struktur: Eine Zahl

& to wohl ihrjecten MtA^fMtiksÄ^tontm eine Übeomehnng, wenn er mm mim Mal
wntaii^ dtasa die tatnioiiisdhe Reihe nicht to*nvet|$eit Mcht nur junge Studenten »si-

pn $Wi il>eif$$ehi* mmi sie wiiehineö* dm$ die immmM^ Reihe konvergent wird»
v/mm mm it* *eirri§$f Glieder entfernt werden, efcwn die Reilpro&en der ganzen Zahlen»
die in der Zehnerschreibweise eine Heyn aufweisen. Mt dieser Reihe beschäftigt sieh ;

te vorliegende Beitrag* Me %mvm$m der Reihe n&clmweisen mtit steh dabei als
< recht einfaches Problem heraus, schwieriger ist es, ihre Summe zu bestimmen. Denn
die Konvergenz erfolgt so langsam, du® die Berechnung der Partialsummen keine taug-
liche Methode ist. Andere, raffiniertere Methoden müssen herangezogen werden. —
Hans-Jürgen Fischer gibt im vorliegenden Beitrag ete derartige Methode an; sie kann :

benützt werden, um die Reihensumme mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen, ust
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aus M ist entweder einstellig, also eine der Zahlen 1,2,..., 8, oder sie entsteht dadurch,
daß an eine Zahl aus M mit geringerer Stellenzahl eine der Ziffern 0,1,..., 8 angehängt
wird. Es gilt also

8

M {1,2,3,4,5,6,7,8} u(J{10m+z :m e M}. (1)
2=0

Aus der obigen Überlegung ergibt sich auch sofort, daß es genau 8-9n_1 n -stellige Zahlen
aus M gibt — es gibt 8 Möglichkeiten für die erste Ziffer und 9 für jede weitere. Da die

n -stelligen Zahlen im Bereich von 10n-1 bis 10" - 1 liegen, gilt die grobe Abschätzung

y __<\S.9«-i.io-»+i_
__—/ m — Z—/

80.
m

meM n=\

Sie ist natürlich nur für einen einfachen Konvergenzbeweis geeignet. Zur genauen
Berechnung der uns interessierenden Reihe Yl m

betrachten wir die Funktion
m

meM

s(x) V x > 0,
*-^ m+x ~

meM

die auf Grund der für x > 0 gleichmäßigen Konvergenz der Reihe (Majorante Yl m^
meM

wohldefiniert und stetig ist. Aus (1) ergibt sich dann sofort

s(x) - + + Ö +/ /1 4- Y 8-4- Y *—J l—Jl+x S + x ^—' *—' I0m+z+x
z=0 meM

l l i_v^v^ 1
~ l+x "'" 8 + x 10^^m +

2=0 meM

1 11 -^ rz +x\
~Y+x +""+8Tx +Tö^s V 10 J

(2)

2=0

und damit die Gleichung

1 \r^ (z +x\ 1 1

2=0

Führt man zur Abkürzung für die rechte Seite von (2) die Bezeichnung r(x) ein, so kann

man mit dem durch

2=0

auf dem Raum C[0,1] definierten Operator _4 Gleichung (2) auch in der Form

s-As=r (3)

schreiben.
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2 Eigenschaften der Operatorgleichung
Die folgenden Eigenschaften des Operators A sind leicht zu überprüfen:

1. A ist linear.

2. ||_4||=9/10<1
3. Ist / nichtnegativ auf [0,1], so gilt dasselbe für Af.
4. Ist pn ein Polynom n-ten Grades, so gilt das auch für Apn.

Daraus ergibt sich unmittelbar, daß der Operator I -A invertierbar ist (dabei bezeichne
wie üblich I den identischen Operator),

(I-A)-1 =I+A + A2 + (4)

und

IIa -af1 ii <a-ilAiir1 io.

Damit ist die Gleichung

Q-A)f=g
für beliebige g e C [0,1] eindeutig lösbar in C [0,1], und unsere gesuchte Funktion s(x)
ist durch (3) bzw. (2) eindeutig bestimmt. Sei nun noch / das durch

l(g) (I-AT1g(0) für geC[0,l]

definierte Funktional; offensichtlich ist es linear. Aus Eigenschaft 3 und Gleichung (4)
folgt, daß gx(x) < g2(x) für alle x e [0,1] auch l(gx) < l(g2) nach sich zieht, außerdem

gilt
ll/ll < na -^r1!! < io. (5)

Wegen

J2 ^=s(0) (I-A)~lr(0) l(r)
meM

läuft unsere Aufgabe auf die Berechnung von l(r) hinaus. Grundlage dafür ist die
Tatsache, daß auf Grund von Eigenschaft 4 das Funktional l(p) für ein Polynom p leicht
zu berechnen ist, und daß sich bekanntlich Funktionen aus C [0,1] beliebig genau durch
Polynome approximieren lassen.

3 Zwei Rekursionen
Natürlich läßt sich für ein gegebenes Polynom p das eindeutig bestimmte Polynom
q (I -A)~lp durch Einsetzen in die Gleichung q-Aq =p und Koeffizientenvergleich
ermitteln. Da es uns aber nur auf l(p) ankommt, und sich p(x) als ao+axx+.. ,+anxn oder
auch als bo + bi(l -x)+... + bn(l -x)n schreiben läßt, genügt es, rekursive Beziehungen
für die Folgen

an =l(xn) und ßn =l((l-x)n)
zu finden.
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Nach Definition gilt /((/ - A)g) g(0) für beliebiges g e C[0,1]. Setzen wir g(x)
(e^10 - l)etx, so erhalten wir zunächst

Ag(x) ±(e'/i0-i) (>/'<>+ ...+e<<*«) l{e9tno_l)etx/w

l ((etll° - \)etx - — (e9t/l° - \)e,xlA e"10 - 1.

und daraus

Entwicklung beider Seiten nach Potenzen von t und Koeffizientenvergleich ergibt

1 / 1 9^J
k\(n-k)\ VlOfc 10"+1,

^ 1 f 1 9M _1J_ f..

Diese Gleichung kann man in die Form

_P ("A (l0"^+1 -9*) <*„_* 10 für « > 1

bringen. Aus (6) erhält man sukzessive cxo 10, c_i 360/91,...

Völlig analog erhalten wir mit g(x) (e^10 - l)et(l~x)

^ (fc) (lOn~fc+1 - 10fc -h l) /?„_^ 10 (11" - 10w) für n>l

(6)

(7)

und hieraus ßo 10,ß{ 550/91,...
Es sei hier noch vermerkt, daß wegen xn+i < xn und (1 -x)n+1 < (1 -x)n für x e [0,1]
die Folgen (an) und (ßn) monoton fallend sind.

Um diese Ergebnisse auf Gleichung (2) anwenden zu können, brauchen wir eine genaue
Approximation von r(x) durch ein Polynom, z. B. aus einer abgebrochenen Potenzreihenentwicklung.

Prinzipiell ist dafür schon die Taylorreihe von r(x) (freilich um x 1!)
geeignet, da sie auf [0,1] gleichmäßig konvergiert — wenn auch leider nicht übermäßig
schnell (bei Abbruch nach n Gliedern ist der Fehler 2~n). "Schuld" ist natürlich der
Pol von r(x) bei x -1. Glücklicherweise läßt sich Gleichung (2) umformen in eine
ebensolche mit einer "besseren" rechten Seite.

4 Eine analytische Methode
An dieser Stelle müssen wir feststellen, daß Gleichung (2) nur in C[0,1] (oder in einem
anderen Raum beschränkter Funktionen) eindeutig lösbar ist — es existieren auch
unbeschränkte Lösungen. Die einfachste ist ~9 wie man durch Einsetzen sofort nachprüft.
Das bedeutet aber, daß die (unbeschränkte!) Funktion si(x) s(x) + £ der Gleichung
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Si -Asi - 0 genügt. Nun gilt aber (siehe [1, 6.4.8] für n 0,m 10) für die logarithmische

Ableitung der Gammafunktion, ip(x) r'(x)/T(x):

«,,._,o+±£*(^).
k=0

woraus sofort folgt, daß die Funktion s2(x) Si(x) + ip(x) + 7 die Gleichung

1

s2(x)-As2(x) lnlO + (*-£)1M -T7T +7 rj(^)

erfüllt. Nach [1, 6.3.5] gilt

s2(x) s(„) + - + ^(x) + 7 s(x) + ip(l+x) + %

diese Funktion ist also in C[0,1], und es gilt s(0) - S2(0) l(r\). Da aber wegen [1,
6.3.14]

r,(„) lnl0+^ H1~^)+7l"Inl0~:n55->)
V / J n=2

l-x-n~l
10

ist, erhalten wir das folgende interessante

Resultat 1 Es gilt

V -=A)lnlO-VlO-^_1C(n),
____/ **j f *

meM n=2

(8)

wö&d d/e /^ durch (7) bestimmt werden.

Der Abbruchfehler der Reihe (8) läßt sich leicht abschätzen: Da ((n) und ßn monoton
fallen, ist der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder < 1/10, damit ist der Fehler
< 10"1 + 10~2 +... 1/9 des letzten berücksichtigten Gliedes. Die Werte von ln 10 und
(%n) sind in einigen Standardtabellenwerken zu finden, so daß (8) für eine Berechnung
"von Hand" (also wohl eher mit einem Taschenrechner) sehr gut geeignet ist. Mit den
Gliedern bis einschließlich n 7 findet man

V —=22.9206766.
meM

Wollen wir allerdings s(0) mit erheblich höherer Genauigkeit berechnen, so ist (8) nicht
die beste Methode, da dann ln 10 und ((n) erst berechnet werden müssen.
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5 Tschebyschew-Approximation

Zur Approximation der Funktion r(x) auf [0,1] durch Polynome ist die Taylorreihe kein
geeignetes Instrument. Dazu verwenden wir besser einige einfache Eigenschaften der

Tschebyschew-Polynome. Diese sind bekanntlich ([2, 4.9]) durch

Tn(y) cos(n arccos y)

definiert, deshalb gilt

\Tn(y)\<l für ye [-1,1],

also auch

|Tn(l-2*)|< 1 für x e [0,1].

Das Polynom TM+i(3) - Tn+i(l - 2x) verschwindet für x -1, ist also ohne Rest durch

l+x teilbar. Bezeichnen wir den Quotienten mit Qn(x). Wegen |Tn+i(l -2x)\ < 1 gilt

r„+1(3)-i rn+i(3)-rn+1(i-2*) n rn+1(3) + i „..-TTT^ TTx aw^-TT7- fur xemi
Teilen wir noch durch Tn+i(3) und führen die Bezeichnung

Qn(x) _^ k

i«+i(3)
fc=0

ein, so folgt

1 l~ ^
* t^— <^ankXk < (l + „

* -r^— für *e[0,l]V Tn+i(3)y i+x ~t^^ - V rn+1(3)y i+xk=0

und wegen
1 1 1

m+x ml +x/m

auch

für m l,2,...,8

(*-^ *

„, I
—^— < Vfo*-4ir** < (l+^ l.J —— für xe[0,l].V Tn+1(3); m+x ~ ^ mk+l - V Tn+i(3)J m+x

Addieren wir diese Ungleichungen für m 1,2,..., 8 und wenden darauf das Funktional
/ an, so erhalten wir unmittelbar
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Resultat 2 Mit den obigen Bezeichnungen (die Folge (ak) ist durch (6) definiert) und

gilt

N ' meM fc=0 meM

Die Tschebyschew-Polynome lassen sich aus ihrer Rekursionsformel auch fur großes

n leicht berechnen, die Division durch l+x ist mittels Hornerschema ebenfalls kein
Problem. Welcher Polynomgrad fur eine vorgegebene Genauigkeit notwendig ist, laßt
sich leicht abschätzen: Laut ([2, 4.13]) gilt

T„(-)-i (x + Vx2 - l)n +(x- Vx2-1)M

und deshalb

Tn(3)>l-(3 + 2^2)n.

Mit einem Polynom 135-ten Grades und 100-stelhger Rechnung können wir aus (9)

V — =22.9206766192641503481636570943759319149447624369984815
a, m

meM

685419983565721563381899111294456260374482

erhalten.
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