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Aufgaben

Neue Aufgaben
Losungen sind erbeten bis zum 10. November 1993 an:
— Peter Gallin, Tiifenbach 176, CH-8494 Bauma
oder
— Hans Walser, Gerlikonerstrasse 29, CH-8500 Frauenfeld

Aufgabe 1072: Die unendliche reelle Zahlenfolge {a;} mit k € N ist folgendermassen

definiert:
ax

A+3++DE+1)

a;#0 und ap, =a; +

Man bestimme ihren Grenzwert limy_,.. a.
Laszlé Zsilinszky, Nitra, Slowakei

Aufgabe 1073: Unter einem perfekten Quader versteht man einen Quader mit ganzzah-
ligen Seiten, ganzzahligen Flichendiagonalen und ganzzahliger Raumdiagonale. Man
zeige: Es existiert kein perfekter Quader mit einer Kante k = 30.

Horst Bergmann, Hamburg, D

Aufgabe 1074 (Die einfache dritte Aufgabe): Aus den zwei ersten Potenzgesetzen
leitet man in der Schule zwei entsprechende Logarithmengesetze her. Muss das dritte
Potenzgesetz ohne Partner sein?

a" -q™ = ™" log,(u - v) = log,(u) +1log,(v)
@Hm" =a"m log,(u™) =m -log,(u)
a - b" =(a -b)" 7?

Peter Gallin, Bauma, CH

Losungen

Aufgabe 1062. (Kurzfassung) Ein rotationssymmetrischer, zylinderformiger Salami, des-
sen Achse parallel zur z-Achse eines kartesischen xyz-Koordinatensystems liegt, wird
schief abgeschnitten: Die drittprojizierende Schnittebene bilde mit der Zylinderachse
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einen Winkel von 45°. Die Normalprojektion der Schnittkurve auf die xz-Koordinaten-
ebene ist also eine gerade Strecke. Schneidet man nun die Haut des Salamis auf und
wickelt sie ab, so wird aus der Schnittkurve eine reine Sinuskurve. Zeichnet man ande-
rerseits auf einem Zylinder eine Schraubenlinie mit der Steigung 45° auf, so prisentiert
sich deren Projektion auf die xz-Koordinatenebene als reine Sinuskurve, wihrend ihre
Abwicklung zu einer geraden Strecke wird. Ist diese Art von Dualitét auf das Zusammen-
spiel von Zylinder, Sinuskurve und gerader Strecke beschrinkt, also ein reiner Zufall,
oder tritt das Phidnomen auch bei einer anderen Konfiguration mit einem Korper und
zwei Kurven auf?

Peter Gallin, Bauma, CH

Auswertung der eingesandten Losungen. Es ist nur eine einzige Losung eingereicht
worden und zwar von Walter Senn (Bern, CH). Hier seine Originalversion:

Das Phidnomen lasst sich etwas allgemeiner und in einer anderen Reihenfolge auch so
beschreiben:

Eine ebene Kurve wird auf eine Zylinderfliche aufgewickelt, normalprojiziert und an
einer bestimmten Geraden (mit Steigung 1) gespiegelt. (Das Spiegeln darf nicht unter-
schlagen werden!) Die so entstehende Kurve wird auf dieselbe Weise nochmals aufge-
wickelt, projiziert und gespiegelt. Es sind ebene Kurven anzugeben, die durch dieses
zweimalige Verfahren in sich selbst abgebildet werden.

Fiir eine vorgegebene Zylinderfliche gibt es unendlich viele solche Kurven. Die Spie-

gelgerade ist dadurch ausgezeichnet, dass sie beziiglich jeder Zylinderfliche in sich
iibergefiihrt wird.

Eine Zylinderfliche im(a) x R ist durch ihre Leitkurve a : R — R? bestimmt, im(a)
das Bild von a. Es sei L > 0 so, dass sich das Stiick im(a|joz)) X R der Zylinderfliche
injektiv auf Rx {0} xR projiziert, im(ajjo,.;) X R also vollstindig auf der ‘“Vorderseite”
der Zylinderflache liegt. Die Leitkurve oy r;(s) = (1(s),v(s)) sei C !, nach Bogenlinge
parametrisiert und u : [0,L] — [0, L].

Bei den aufzuwickelnden Kurven beschranken wir uns auf Kurvenstiicke, die als Graph
graph(f ) einer stetigen Funktion f : [0, L] — R darstellbar sind. Der Streifen [0, L]xR D
graph(f ) wird zusammen mit graph(f ) isometrisch auf die Zylinderfliche im(ajjo1;) X R
aufgewickelt und normal auf die (x, z)-Ebene Rx{0}xR projiziert. graph(f) = {(s,f (s)) :
0 <s <L} wird dabei auf die Menge {(u(s),f(s)) : 0 <s < L} = graph(f o u™') in der
(x, z)-Ebene abgebildet. Hier beniitzt man, dass die Leitkurve alp 1 nach der Bogenlinge
parametrisiert ist! Spiegelung an der Hauptdiagonalen x = z der (x,z)-Ebene liefert
das Kurvenstiick {(f(s),u(s)) : 0 < s < L}. Fiir f(s) = sins und den Kreiszylinder
ofs) = (sins,coss) mit L = 7 ergibt sich die Strecke {(sins,sins):0<s < 7}.

Wird nun die (x,z)-Ebene mit dem so entstandenen Kurvenstiick nochmals auf die
Zylinderfliche aufgewickelt, normalprojiziert und gespiegelt, erhidlt man die Menge
{(u(s),u o f(s)) : 0 < f(s) < L} = graph(u o f o u”'|p), D eine geeignete Teil-
menge von [0, L]. Fiir obiges Beispiel liefert dieses zweimalige Verfahren die Menge
{(t,sint): 0< t (=sins) < 1}, also ein Stiick der urspriinglichen Kurve.
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Insgesamt fiihrt das Verfahren graph(f) in graph(u o f o u™!|p) iiber. Da graph(u o f o
u~'|p) C graph(f) gefordert ist, sind Funktionen f gesucht mit u of ou™l|p = fIp.
Etwas allgemeiner formuliert:

Auf der Menge H aller stetigen Funktionen von R in sich wird durch die Operatoren
fog =flmg o8 (f.g € H) eine Halbgruppen-Struktur definiert. Fiir ein gegebenes
u € H ist der Zentralisator C, := {f € H :uof =f ou} von u zu bestimmen.

C, enthilt sicher die von u erzeugte Unter-Halbgruppe, also das neutrale Element id |
und die Iterierten #” :=uo---ou vonu, n € N. Es konnen aber auch Iterationswurzeln

1 . 1 . .

un mit (un)" =u in C, liegen.

Fiir das Beispiel des Kreiszylinders mit u(s) = sins enthidlt C, die Iterierten sin”,
Iterationswurzeln sin” sowie deren Grenzfunktionen fiir # — oo (siehe Figur). Man

beachte, dass fiir festes n iiberabzihlbar viele n-te Iterationswurzeln von sin existieren!
Aufgrund der Antisymmetrie von sin liegt zudem mit f auch —f in C,.

Aufgabe 1063. Zur Wahrscheinlichkeit 16sbarer quadratischer Gleichungen.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat eine quadratische Gleichung (in der Form
ax?+bx +c=0;a #0;a,b,c € R) zwei verschiedene reelle Losungen?
Hans Walser, Frauenfeld, CH

Auswertung der eingesandten Losungen. Die Frage ldsst mehrere Antworten zu, konnte
also unter die Paradoxa der Wahrscheinlichkeitsrechnung gezihlt werden. Die Antwort
héngt ab von der Parametrisierung und von der Wahl eines Wahrscheinlichkeitsmasses.
Es sind insgesamt 10 Losungsvorschlige mit unterschiedlichen Voraussetzungen iiber die
Parametrisierung eingegangen: Hans Berchtold/Hans Egli (Ziirich, CH), Walther Janous
(Innsbruck, A), Hans Kappus (Rodersdorf, CH), Joachim Klose (Bonn, D), P. Niiesch
(Lausanne, CH), Werner Raffke (Vechta, D), Hans Rudolf Schneebeli (Wettingen, CH),
Hansjiirg Stocker (Widenswil, CH), Michael Vowe (Therwil, CH) und Roland Wyss
(Flumenthal, CH).

Die Vorgabe a # 0 legt die Parametrisierung a = 1,b,c nahe. Diese Variante hat den
Nachteil, dass (b,c) tiber R? variiert. Es tritt ein Gebiet auf, das nur dann ein end-
liches Gesamtmass besitzt, wenn eine nicht-konstante Wahrscheinlichkeitsdichte ein-
gefiihrt wird. Solche Dichten gibt es aber viele. Jede Wahl kann eine andere Antwort
erzeugen. Eine Alternative besteht darin, von einer konstanten Dichte auszugehen, die
in einem kompakten Teilbereich der Ebene zu betrachten ist, und anschliessend einen
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Grenziibergang vorzunehmen. Diese Losung wurde von W. Raffke, Hj. Stocker und
M. Vowe vorgeschlagen. Dabei gibt es Varianten, nach welchen die Wahrscheinlichkeit
fiir unlosbare Gleichungen gleich Null wird, eine Antwort, welche unserer (endlichen)
Erfahrung nicht zu entsprechen scheint.

H.R. Schneebeli geht von einer Parametrisierung mit kompaktem Parameterbereich und
konstanter Wahrscheinlichkeitsdichte aus. Der Fall a = 0 wird nicht ausgeschlossen, da
er ohnehin nur eine Menge vom Mass 0 betrifft. Ein Tripel (a,b,c) # (0,0,0) wird als
ein Punkt der projektiven Ebene in homogenen Koordinaten aufgefasst. Fiir die nach-
folgende Berechnung werden als Reprisentanten die Punkte auf der Einheitskugel mit
a 2 0 und auf ihr die eindeutig definierte konstante Wahrscheinlichkeitsdichte gewdhlt.
Die Gleichung b? = 4ac legt einen Kegelschnitt in der projektiven Ebene fest. Dieser
Kegelschnitt ist Leitkurve einer Flache 2. Ordnung, welche die Kugel in zwei disjunkte
Gebiete zerlegt. Fiir b2 > 4ac erhilt man das “giinstige” Gebiet, dessen Flicheninhalt
berechnet wird. Fiir die eigentliche Rechnung werden Kugelkoordinaten verwendet. Die
Hauptarbeit ist die Berechnung von

w
i tan ¢ 1
P=/ (1—cos (arctan (4 )))d¢=7r—/——————1——2——d¢
0 cos ¢ S\ J1+163m8

Numerische Integration und Normieren mit dem Inhalt der Halbkugel ergibt die Antwort:
Mit Wahrscheinlichkeit 0.648511... ist die quadratische Gleichung 16sbar.

H. Berchtold, H. Egli, W. Janous, J. Klose, Hj. Stocker und R. Wyss betrachten im
Wiirfel |a| < t,|b] £ t,|c] £ ¢, (t > 0) je eine uniforme Verteilung der unabhingigen
Variablen a, b, c. Dann ldsst sich dort geometrisch die Wahrscheinlichkeit

4
P{b? - 4ac > 0} = (2;)3 // da db de =218 Lo 672
b2—4ac20

unabhingig von ¢ berechnen. Ein Resultat, das auch die Computer-Simulation bestitigt.

P. Niiesch weist darauf hin, dass sich die Aufgabe in mehreren Textbiichern der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung findet, z.B. in S. Ross “A first course in probability”, MacMillan
3rd edition, p. 230, pr. 17b).

Aufgabe 1064. Eine einfache Frage zum Schwerpunkt eines Dreiecks. Es ist bekannt,
wo der Schwerpunkt von drei Massenpunkten und wo der Schwerpunkt eines Dreiecks
aus Blech liegt. Aber wo liegt der Schwerpunkt eines Dreiecks, dessen Seiten aus Draht
gefertigt sind?

Peter Gallin, Bauma, CH

Auswertung der eingesandten Losungen. Es sind neun Losungen eingetroffen: G. Ber-
cea (Miinchen, D), Andreas Miiller (Leimen, D), Georg Schierscher (Schaan, FL) und
Hansjiirg Stocker (Wiadenswil, CH) begriinden ihre Antwort mit physikalischen und
elementargeometrischen Uberlegungen, die rasch auf das Ergebnis fiihren und unten ab-
gedruckt sind. Ivan Paasche (Stockdorf/Obbay, D) gibt neben der Losung noch eine
erwihnenswerte Zusammenstellung von interessanten Punkten im Dreieck. Walther Ja-
nous (Innsbruck, A) beniitzt die Integralrechnung und Roland Wyss (Flumenthal, CH)
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ein physikalisches Argument, um den Ortsvektor des fraglichen Schwerpunktes zu be-
rechnen. O.P. Lossers (Eindhoven, NL) liefert eine n-dimensionale Verallgemeinerung,
die unten in einer freien Ubersetzung aus dem Englischen wiedergegeben wird. Michael
Vowe (Therwil, CH) gibt — wie viele andere auch — Literaturangaben zum Thema.

Physikalische und elementargeometrische Argumente. Wenn die Seiten a,b und c des
Dreiecks ABC mit einer konstanten Massendichte belegt sind, kann man sich die Masse
jeder Seite in deren Mittelpunkt konzentriert vorstellen. Der gesuchte Schwerpunkt K ist
also der Schwerpunkt der drei Seitenmitten M,, M, und M., je gewichtet mit den Sei-
tenldngen a4, b und c. Da die Winkelhalbierenden im Dreieck M, M, M, die Gegenseiten
im Verhéltnis der anliegenden Seiten teilen, sind sie gerade die Schwerlinien der drei mit
a, b und ¢ gewichteten Massenpunkte M,, M, und M. Somit ist der Inkreismittelpunkt
des Dreiecks M, M, M, der gesuchte Umfangschwerpunkt K des Dreiecks ABC.

Verallgemeinerung von O.P. Lossers. Es sei R ein Simplex in R”. Seine Seitenschwer-
punkte, in denen man sich die Massen der Hyperseiten von R konzentriert denkt, bilden
die Ecken eines anderen Simplex T, das zu R dhnlich ist. Es sei K der Inkugelmit-
telpunkt von T. Wenn wir zeigen konnen, dass der Ortsvektor von K die Summe der
Ortsvektoren der Ecken von T gewichtet mit dem (n — 1)-Volumen der je gegeniiberlie-
genden Hyperseiten von T ist, dann haben wir bewiesen, dass K der Schwerpunkt der
(n — 1)-dimensionalen Hyperoberfliche von R ist.

Es sei {a,,...4,,,} eine Menge von Einheitsvektoren in R", derart dass jedes n-Tupel
von ihnen den ganzen Raum aufspannt. Es bezeichne (x,y) das Skalarprodukt in R”.
Damit lassen sich die n+1 Hyperebenen (a;,x) = 1,k =1, 2?..., n+1, beschreiben, die je
senkrecht zu g, stehen und die Hyperseiten des Simplex T festlegen. Die Einheitskugel
mit Zentrum 0 ist eine der Beriihrkugeln von T. Die Ecken b; von T sind durch die
Gleichungen

@a,b)=1, k=#i

gegeben und der Wert von (a; —b;,a;) = h; ist die Hohe von T beziiglich der Hyperseite
@;,x)=1,i=1,2,...,n+1. Wegen (a;,4;) = 1 gilt somit

(hisg_i) = l_hi .

Das “(n — 1)-Volumen” der Hyperseite (a;,x) = 1 bezeichnen wir mit F; und es sei
Zf:ll F; = F das gesamte “Oberflichenvolumen” von T'.

Wenn die Einheitskugel dem Simplex T einbeschrieben ist, dann ist das n-Volumen V
von T gleich der Summe der n + 1 n-Volumina der konvexen Hiille von {0, b,, ...,
b1\ {b}, k =1,2,...,n + 1. Daher gilt mit einer dimensionsabhingigen Konstanten
c fiir alle i
n+l
c-V =Fi'hi=ZPk'l=F .
k=1
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Somit gilt dank der Beziehungen (b;,a,) =1, i #k, und (by,a;) = 1 — hy fiir alle k:

n+l
(ZH 'Q,-,tlk> =F- a0+ Y _Fi - (b;,8)
i=1 ik

= B, '(l‘hk)+ZFi
ik

n+l
=Y Fi-F -k
i=1
=c-V-c-V=0.

Da die Vektorena,,...,a, ., den ganzen Raum aufspannen, konnen wir schliessen, dass

n+l

Zpi'bi=g-
i=1

Das bedeutet, dass der Ortsvektor 0 des Inkugelmittelpunkts K von T gleich der Summe

der mit dem Faktor F; /F, i =1,...,n + 1, gewichteten Ecken b; ist, was zu beweisen
war.

Ivan Paasche erinnert an einige Fakten im Dreieck. Sei S der Ecken- und Flichenschwer-
punkt des Dreiecks ABC und T die Streckung mit Zentrum S und Faktor —1/2. Dann
ist ! die Streckung mit Zentrum S und Faktor —2.
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a) Bildet man das Dreieck ABC, den Umkreis und das Umkreiszentrum U mit der
Streckung I' ab, so erhélt man das Mitteldreieck, dessen Umkreis der Feuerbachkreis
mit Zentrum F ist. (Der Feuerbachkreis beriihrt alle Ankreise und den Inkreis.) Wen-
det man dagegen I'"! auf U an, so erhilt man den Hohenschnittpunkt H. Die vier
harmonischen Punkte U, S, F, H liegen auf der Eulerstrecke.

b) Bildet man das Dreieck ABC, den Inkreis und das Inkreiszentrum I mit der Streckung
I" ab, so erhidlt man das Mitteldreieck, dessen Inkreis der Spiekerkreis mit Zentrum
K ist. (Der Spiekerpunkt K ist der Umfangschwerpunkt des Dreiecks ABC.) Wendet
man dagegen I'"! auf I an, so erhilt man den Nagelpunkt N . Die vier harmonischen
Punkte I,S,K,N liegen auf der Nagel-Longhurst-Strecke.

Versteht man unter einem “Halbwegmarkenzeiger” die Verbindungsstrecke einer Drei-
ecksecke mit dem Beriihrpunkt des gegeniiberliegenden Ankreises, so ldsst sich zeigen,
dass der Nagelpunkt N der Schnittpunkt der drei Halbwegmarkenzeiger des Dreiecks
ABC ist. Das bedeutet, dass N Cevapunkt (Schwerpunkt) zu den Gewichten s —a,s ~b

resp. s —c in den Massenpunkten A, B resp. C ist. Dabei ist s der halbe Umfang des
Dreiecks ABC.
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