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Mathematiques et politique

Henri Carnal

Henri Carnal, ne en 1939, a obtenu son doctorat en 1963 ä l'Ecole Polytechnique
Federale (ETH) de Zürich. Apres des sejours ä Vienne, Paris et New York, il a 6te

nomme en 1966 professeur ä l'Universite de Berne, oü il enseigne en particulier
le calcul des probabilites. II a dirige ä plusieurs reprises des stages destin6s aux
enseignants dans le domaine des mathematiques appliquees et des probabilites.

Introduction

L'enseignement des mathematiques s'entend souvent reprocher d'etre ä l'ecart du monde.
L'actualite offre cependant ä un maitre attentif l'une ou l'autre occasion d'illustrer les

theories qu'il est Charge d'inculquer ä ses ouailles. Nous presentons ici deux exemples
de situations bien reelles oü un modele mathematique aurait ete d'une certaine utilite,
voire d'une utilite certaine. Ils concernent des domaines particuherement sensibles de la

politique, ä savoir le calcul du taux d'inflation (qui determine l'adaptation des salaires)
et le mode de repartition des sieges dans les parlements regionaux ou nationaux. Dans
l'un et l'autre cas, il s'agit de trouver une formule qui donne des garanties minimales de

coherence et de stabilite; les idees les plus naturelles ne sont pas toujours les meilleures
et nous vercons avec le premier exemple que meme le tres serieux OFIAMT (Office
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federal pour l'industrie, les arts & metiers et le travail) s'est naguere laisse prendre au

piege d'un raisonnement trop simpliste.
En ce qui concerne les elections legislatives, chacun saisit facilement le sens approximatif
de l'article 73 de la Constitution helvetique: "Les elections ont lieu d'apres le principe
de la proportionnalite". Mais combien de citoyens savent-ils que, derriere cette simple
formule, se cache l'article 40 de la Loi federale sur les droits politiques, qui dit ceci:

1. Le nombre de suffrages valables de toutes les listes est divise par le nombre de

mandats ä distribuer. Le resultat est le quotient.

2. Chaque liste se voit attribuer autant de mandats que son nombre total de suffrages
contient de fois ce quotient.

3. Les mandats non attribues sont repartis selon le mode suivant: le total de suffrages
obtenu par chaque liste est divise par le nombre plus un des mandats dejä attribues
ä cette liste. Un mandat supplementaire est attribue ä la liste qui obtient le plus fort
quotient.

4. Cette Operation est repetee jusqu'au moment oü tous les mandats ont ete attribues.

Cette procedure, mise au point en 1882 par le mathematicien beige Victor d'Hondt,
repond ä un critere de "probabilite maximale", ce qui contribue ä la rendre "robuste" et
ä eviter les paradoxes auxquels on se heurte en appliquant nai'vement la methode "du
plus grand reste.". Elle peut aussi se generaliser pour repondre ä des exigences nouvelles,

p. ex. celle d'une representation feminine minimale.

De tels exemples, presentes ä les lyceens, devraient contribuer ä mettre en evidence les

liens souvent insoup9onnes entre mathematiques et politique.

I L'indice des prix et l'inegalite de Jensen

Le calcul de l'indice des prix, qu'il soit general ou sectoriel (habillement, nourriture,
produits laitiers, etc.), exige tout d'abord l'existence d'un "panier de la menagere".
II s'agit d'un ensemble E {1,2, ...,k} de produits, auxquels on attribue des poids

pi,...,Pk de somme 1 (pt 0,02 signifie p. ex. qu'un menage consacre en moyenne
2% de ses depenses au produit i). On peut donc parier d'un "espace de probabilite", sur
lequel apparaissent des variables aleatoires Xi,X2, ...,Xn : Xn(i) est le prix du produit
i au bout du n-ieme mois d'Observation. Le taux de rencherissement de cet article au

cours du n-ieme mois est donc

Tn(i) Xn(i)/Xn-i(i). (1.1)

Comment faut-il, ä partir de lä, calculer le taux global de rencherissement et l'indice
general des prix? En 1977, notre OFIAMT avait propose

k

fn=E(T„) ^pirn(f) (1.2)
1=1

pour le taux global et la formule de recurrence In In-Xtn, c'est-ä-dire

In=ht2...tn (1.3)
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pour l'indice general. Le defaut du Systeme se revele avec l'exemple suivant:

a) Prenons k 2, px p2 0.5, X0(l) X0(2) 1.

b) Supposons Xi(l) 1.5 et X^2) 0.5, donc Ti(l) 1.5, Tx(2) 0.5, Ii=h 1.

c) Supposons encore X2(l) X2(2) 0.75, donc T2(l) 0.5, T2(2) 1.5,12 t2 1.

On constate que l'indice general n'a pas bouge, alors que chacun des produits a baisse
de 25%! On peut evidemment pretendre que l'exemple est totalement artificiel et qu'une
ereeur de la forme presentee sera tot ou tard compensee par une eneur de sens oppose. Ce
bei optimisme est rapidement mis en defaut par Yinegalite de Jensen. En tenant compte
de la concavite de la fonction ln(x) et de E(Tn-tn) 0, on obtient en effet:

lnTn(i)<lntn+rn\Tn(i)-tn) (1.4)

E(lnTn) E(lnXn-lnXw_1)<lnt„ (1.5)

N N

E(ln(XN/X0)) E(lnXN-lnX0) ^E(lnrn)<^lnfn ln/N. (1.6)
n=l n=\

Si donc, comme dans notre exemple, le quotient X^ /Xo est une constante C (et meme
si ce n'est qu'ä peu pres le cas), si donc tous les produits ont augmente dans les memes
proportions, on aura InC < Inl^ et donc 1^ > C: l'indice sera systematiquement trop
eleve. Dans la realite, il fallut plusieurs annees pour s'apercevoir de l'eneur: ce furent
les producteurs de fruits et legumes qui s'etonnerent les premiers de voir leur indice
sectoriel atteindre la valeur 1.3 (30% de rencherissement) alors que les prix reels etaient

presque restes stables. L'explication tient au fait que le secteur en question est tres

heterogene, c'est-ä-dire que les variations mensuelles (les Tn) different fortement d'un
article ä l'autre, alors que les variations annuelles dependent peu de i. On trouve plus
predsement, en developpant lnTn jusqu'au terme d'ordre 2:

lnTn ~lntn+t-\Tn-tn)-^t-2(Tn-tn)2 (1.7)

E(lnr„) ~ lntn - l-t~2 Var(T„). (1.8)

L'eneur est donc du meme ordre de grandeur que la variance de Tn, eile se manifeste

par consequent plus vite dans un domaine comme celui des fruits et legumes. Inutile
de dire que l'OFIAMT dut rapidement revenir ä la formule In E(X^)/(E(Xo), qui
n'evite pas la reference ä Xo.

2 La repartition proportionnelle et la loi multinomiale
La difficulte, dans l'application du principe de proportionnalite, tient au fait qu'on ne
saurait diviser les sieges et qu'il faut donc arrondir les nombres fractionnaires obtenus.
Mais selon quels criteres? Voici un exemple pour illustrer les dangers du critere naturel
"du plus grand reste": Essayons de repartir 4 sieges entre 3 partis ayant recolte 55, 33

et 12% des voix. Les restes apres division par 25 etant 5, 8 et 12, ils justifieraient la
repartition 2;1;1. Imaginons alors qu'une evolution demographique favorable amene un
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5e siege ä la circonscription en cause, sans que les forces respectives des partis ne soient
modifiees. Le diviseur serait desormais de 20, les restes apres division de 15, 13 et 12.

Les partis obtiendraient alors 3, 2 et 0 sieges, ce qui signifierait que la 3e formation
serait penalisee par l'accroissement du nombre de mandats disponibles! Ce phenomene
est appele "paradoxe de l'Alabama", nom de l'etat oü il se revela en 1881 [1]. Voilä
pourquoi on applique l'algorithme decrit dans l'mtroduction et qui se traduit comme suit:

Si n est le nombre de mandats ä distribuer, sx le nombre de suffrages du parti (ou de

la liste) i et s la somme des sx (i 1,2, ...,k),la regle 1 definit q =s/n et la regle 2

attribue au parti i un nombre provisoire de mandats mx \sx/q\ (arrondi vers le bas).
Si mi + + mjc < n, la regle 3 accorde un siege supplementaire au parti qui dispose du

quotient sx /(mx +1) le plus eleve et la regle 4 exige la poursuite de la procedure jusqu'ä
epuisement des sieges. Les nombres definitifs de mandats obtenus, que nous appelerons

nx,...,nk, satisferont ä la condition

sx /nx > Sj /(nj + 1) pour i ^j (tirage au sort en cas d'egalite). (2.1)

Le resultat a une interpretation probabiliste: Supposons que l'on procede ä un sondage
lors duquel n electeurs choisis au hasard (n est encore le nombre total de sieges) seraient

appeles ä designer leur parti prefere et oü px st / s serait la probabilite qu'un sonde

quelconque se prononce pour le parti i (la somme des pt vaut 1). La probabilite d'un
echantillon avec ni adeptes du parti l,...,nk du parti k, serait des lors

P(ni,...,nk)= —-^ :PTp22'"Pkk (2-2)

(probabilite multinomiale). Or l'expression atteint son maximum lorsque les nx satisfont
(2.1): ondoit avoir p. ex. P(nx,n2,n3,...) >P(nx-l,n2 + l,n3,...) etil suffit de calculer
le quotient des deux termes pour trouver

Pi • (ti2 + l)/nxp2 > 1 &px/nx >p2/(n2 + l) osx/nx >s2/(n2 + l)

(et de meme pour i et j au lieu de 1 et 2). La repartition proportionnelle corcespond ainsi
ä l'echantillon le plus probable et cette propriete lui confere des qualites de stabilite et
de coherence facilement demontrables [2,3,4].

L'histoire a trouve dans le canton de Berne un prolongement inattendu et plus ou moins

amüsant, selon le point de vue oü l'on se place. Une initiative populaire acceptee en
1980 exigeait que le Systeme proportionnel füt applique, non plus dans chacun des

petits districts ruraux, mais dans des regions regroupant plusieurs districts. Un article
stipulait n^anmoins que chaque district conserverait le nombre de deputes auquel sa

population lui donnait droit. On abandonna ensuite aux juristes le soin de trouver une
cie* de repartition compatible avec ces beaux principes. La formule retenue envisageait,
au terme de la phase preliminaire, des transferts de sieges effectues selon des criteres
facilement applicables, encore que fort mysterieux. Des mathematiciens irreverencieux
tenterent bien, exemples ä l'appui, de demontrer l'imperfection du Systeme: on se doute

qu'ils ne furent guere pris au serieux par MM. les politiciens. Or les elections de 1982
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firent effectivement apparaitre un cas oü l'algorithme etait inapplicable et deux cas oü il
admettait differentes interpretations. La loi fut donc reamenagee en tenant compte d'une
partie (mais d'une partie seulement) des recommandations emises. Nous renoncons ici,
faute de place, ä en reproduire le texte integral!

En 1986, on eut la satisfaction d'obtenir partout une Solution et une seule, ce qui ne suffit
pourtant pas ä cacher certaines incoherences. A Saanen, le parti A (69% des voix) et le

parti B (11%) eurent chacun un siege, le parti C (20%) zero. A Nidau, il s'avera meme

que le nombre de sieges n'etait pas une fonction monotone du nombre d'electeurs: avec

quelque malchance, on peut perdre un mandat en gagnant des suffrages...

Le probleme, on l'aura compris, consiste ä determiner de maniere aussi logique que
possible des nombres nX] (sieges du parti i dans le district;) sous des conditions de la
forme

Y\ ni] nt (sieges conquis par le parti i dans la region) (2.3)

Y,Ht) mj (s^Ses garantis au district;) (2.4)

et en tenant compte de la proportion pX] d'electeurs ayant vote pour le parti i dans le
district j. La Solution mathematique consisterait, par analogie avec le probleme ä un
indice, ä maximiser l'expression

P„'/n„l (2.5)

sous les contraintes (2.3) et (2.4). Malheureusement, comme beaueoup de problemes
d'optimisation ä deux ou plusieurs indices, celui que nous venons de decrire ne peut
pas se resoudre ä l'aide d'un algorithme simple, donc susceptible d'etre traduit en

langage juridique. Toutefois, si / ne depasse pas 4 (ce qui est le cas ä Berne), les calculs
necessaires s'effectuent en une fraction de seconde sur un micro-ordinateur. Avec la
demoeratisation de l'informatique, les juristes admettront peut-etre bientöt que, meme

presente sous la forme d'un logiciel, un algorithme fonde sur les criteres eprouves est

preferable ä une procedure qui definit pas ä pas le chemin ä suivre sans se soucier du

but ä atteindre...

Voici encore des problemes qui viennent d'etre poses et qui attendent une Solution:

a) Comment elire un parlement lorsque une representation feminine (et masculine) mi¬

nimale doit etre garantie (40% en ville de Berne)?

b) Une decision de la Cour europeenne de justice va obliger les cantons suisses ä

redefinir les täches des juges de district, de maniere ä dissocier l'instruction du proces.
II est possible que plusieurs districts soient regroupes en cercle, oü les magistrats
oecuperaient alternativement differentes fonctions. Comment peut-on garantir, lors
de l'election des juges dans un cercle, que chaque district ait au moins un elu?



32 El. Math., 48, (1993)

References

[1] Balinski, M.L. & Young, H.P.: The Quota Method of Apportionment. Amer. Math. Monthly 82 (1975),
701-730.

[2] Balinski, M.L. & Young, H.P.: Apportionment Schemes and the Quota Method. Amer. Math. Monthly 84

(1977), 450-455.

[3] Leyvraz, J.P.: Le probleme de la repartition proportionnelle. Th&se 270 de l'EPFL, Lausanne (1977).

[4] Woodall, D.R.: How Proportional is Proportional Representation? Math. Intelhgencer 8 (1986), 36-46.

Henri Carnal
Universite de Berne
Institut de statistique
Sidlerstr. 5

CH-3012 Berne


	Mathématiques et politique

