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Chaotisches Verhalten in einfachen Systemen

Urs Kirchgraber, ETH Ziirich

Urs Kirchgraber wurde 1945 in Ziirich geboren. Er studierte Mathematik und Physik
an der ETH Ziirich und promovierte bei Professor E. Stiefel mit einem Thema aus
der Himmelsmechanik. Neben seiner Titigkeit als Oberassistent und spéter Titular-
professor am Departement Mathematik der ETH unterrichtete er seit 1970 auch als
Lehrbeauftragter an der Kantonsschule Hohe Promenade (Ziirich). An der Universitit
Wiirzburg, an der Brown University in Providence R.I. und an der TH Darmstadt
fiihrte Urs Kirchgraber lingere Forschungsaufenthalte durch. In seiner Forschung
beschiftigt er sich u.a. mit Anwendungen der qualitativen Theorie dynamischer Sy-
steme in der numerischen Mathematik und mit dem Einsatz von mathematischen
Methoden in den Ingenieurwissenschaften. Seit seiner Wahl zum Professor an der
ETH Ziirich betreut Urs Kirchgraber an dieser Hochschule die Ausbildung der an-
gehenden Mathematiklehrer.

Man geht im tiglichen Leben in fast selbstverstiindlicher Weise davon aus, dass eine
grossere Erfahrung einen in die Lage versetzt, die Zukunft genauer vorauszusagen. Und
auch in der Naturwissenschaft nimmt man im aligemeinen an, dass man den Ausgang
eines Experimentes umso genauer vorhersagen kann, je linger man das Experiment
bereits beobachtet hat. Im Lichte neuerer Untersuchungen von chaotischem Verhalten
muss man diese Auffassung méglicherweise modifizieren oder sogar revidieren: Es
gibt mathematisch beschreibbare Experimente, deren Ausgang sich durch eine 0-1-
Folge darstellen lisst und die sich chaotisch “im Sinne des Miinzwurfs” verhalten. Dies
bedeutet, dass kein noch so langes endliches Teilstiick der 0-1-Folge es dem Beobachter
erlaubt, das niichste Glied in der Folge vorauszusagen. Die “Erfahrung”, sei sie auch
noch so gross, hilft hier nicht weiter! — In seinem Beitrag geht Urs Kirchgraber auf
die mathematische Beschreibung von einigen einfachen derartigen Modellen ein. Er
behandelt anschliessend den Satz von Poincaré-Smale, welcher in vielen Fillen den
Nachweis dieser chaotischen Eigenschaft ermbglicht. Natiirlich ldsst sich der Beweis
dieses wichtigen Satzes hier nicht vollstindig darstellen; der Artikel vermittelt aber,
in einem entsprechenden Abschnitt, wenigstens die dem Beweis zugrunde Hegenden
Ideen, ust : « ‘ :

n
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Einfiihrung

Es ist ja selten so, dass mathematische Theorien das Interesse der Offentlichkeit erregen.
Dass es im Zusammenhang mit sog. chaotischen Verhalten doch in verhéltnismissig
grossem Ausmass dazu gekommen ist (Artikel in Tageszeitungen, Fernsehsendungen,
populdrwissenschaftliche Biicher zeugen davon), hat zumindest zwei Griinde. Der Ge-
genstand hat eine prinzipielle Komponente: es geht um Prognosefdhigkeit — eine The-
matik, die jeden irgendwie anspricht! Der zweite Grund ist, dass einige Effekte schon
mit einem PC, oder sogar mit einem Taschenrechner visualisierbar und damit auch fiir
einen Laien unmittelbar erfahrbar sind.

In diesem Artikel geht es darum, einen grundlegenden mathematischen Satz iiber chao-
tisches Verhalten zu beschreiben und die Elemente seines Beweises zu skizzieren: den
Satz von Poincaré-Smale, wie man ihn nennen konnte.

Der Satz von Poincaré-Smale bezieht sich auf sog. diskrete dynamische Systeme, d.h. auf
Bewegungsvorginge, die durch Abbildungen erzeugt werden. Die Idee, durch Abbil-
dungen definierte dynamische Systeme zu betrachten, geht auf Poincaré und Birkhoff
zuriick. Sie ist weitreichender als man vielleicht zunéchst meinen konnte. Beispielsweise
konnen Differentialgleichungen mit Hilfe von diskreten dynamischen Systemen erfasst
werden. Wir gehen auf diesen Zusammenhang im letzten Abschnitt dieses Artikels ein.
Dort prisentieren wir auch eine typische Differentialgleichung, auf die sich der Satz von
Poincaré-Smale anwenden ldsst. Vorldufig wenden wir uns dem Begriff des diskreten
dynamischen Systems zu, wobei fiir unsere Zwecke die Betrachtung ebener Systeme
geniigt.

Es sei P eine Abbildung der Ebene R? auf sich mit Inverser P~!, wobei P und P!
hinreichend reguldr seien. Das Paar (R?, P) definiert ein diskretes dynamisches System,
wobei die Punkte von R? die Zustinde, R?* daher der Zustandsraum, und P das Be-
wegungsgesetz ist. Eine doppelt unendliche Folge {x; };cz von Punkten aus R? ist eine
Bahn, falls x;,, = P(x;) fiir i € Z gilt. Das prinzipielle Ziel ist das Studium des Verhal-
tens der Gesamtheit der Bahnen von (R?, P). Das ist i.a. jedoch eine viel zu schwierige
Fragestellung und man muss sich mit Teilantworten zufrieden geben. Mit ein Grund
dafiir ist, dass das Bahnverhalten iiberraschend kompliziert sein kann.

Wir erwihnen zunichst zwei Formen sehr einfachen Bahnverhaltens.

Gleichgewichte. Ist 2 € R? Fixpunkt von P, d.h. gilt P(a) = a, dann ist x; = a, fiir alle {,
eine Bahn, ein sog. Gleichgewicht.

Periodische Bahnen. Gilt fiir eine Bahn {x;},_;
XN = X0

fiir ein N € N, dann heisst die Bahn periodisch mit Periode N, denn dann ist x;,n = X;
fir alle i € Z.

Chaotisches Verhalten. Gleichgewichte und periodische Bahnen beschreiben sehr re-
gelmissiges, d.h. vorhersehbares Bahnverhalten. Nun hat man entdeckt, dass ebene dis-
krete dynamische Systeme auch sehr “irregulires” Verhalten zeigen konnen. Eine mathe-
matische Theorie erfordert eine Formalisierung des Begriffs irreguldr, unvorhersehbar,
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chaotisch. Die folgende Definition ist ein Ansatz in diese Richtung: Wir sagen, (R?, P)
sei chaotisch im Sinne des Miinzwurfs, falls es zwei zueinander fremde, nichtleere Teil-
mengen Xy, X; von R2 gibt, welche in jeder denkbaren Reihenfolge besucht werden,
d.h. zu jeder zweifach unendlichen Folge von Nullen und Einsen s = {s; },_,, s; € {0, 1},
gibt es eine Bahn {x; },_,, so dass gilt:

x;i € X ie”Z.

Um einzusehen, dass ein System, das chaotisch im Sinne des Miinzwurfs ist, tatséichlich
in gewisser Weise unprognostizierbar ist, kann man z.B. folgende Uberlegung machen.
Von einer (ansonsten unbekannten) Bahn seien hunderttausend Glieder der zugehorigen
0-1-Folge bekannt; der Ausschnitt laute beispielsweise 01 01 01 01 ...01. Lassen sich
daraus, sagen wir, die nichsten 10 Glieder der 0-1-Folge prognostizieren? Die Antwort
ist nein: es gibt offenbar 2!° = 1024 Moglichkeiten, die obige 0-1-Folge fortzusetzen,
und zu jeder gibt es geméiss Definition eine dazugehorige Bahn!

Bevor wir zur zentralen Frage kommen, noch eine eher technische Bemerkung. Oft
betrachtet man anstelle von (R?, P) das diskrete dynamische System (R?,P™), wobei
m eine natiirliche Zahl und P™ die m-te Iterierte von P ist. Das neue dynamische System
erzeugt ein stroboskopisches Bild des alten: statt dass man jeden Punkt ..., x_;, xo, X1, ...
einer Bahn von (R?, P) betrachtet, beobachtet man nur jeden m-ten Punkt: ..., X_p, Xo,
Xm,.... Falls (RZ,P’") chaotisch im Sinne des Miinzwurfs ist, wird man immer noch
sagen konnen, (RZ,P) verhalte sich chaotisch. Wir werden die Freiheit, m wihlen zu
konnen, spiter bendtigen.

Es stellt sich folgende Hauptfrage: Unter welchen Bedingungen fiir das Bewegungsge-
setz P ist (R%,P) oder (R?, P™) chaotisch im Sinne des Miinzwurfes?

Von Poincaré stammt der Begriff des transversalen homoklinen Punktes. Die Existenz
eines transversalen homoklinen Punktes impliziert, dass ([R{Z, P ’”), m geeignet gewdbhlt,
chaotisch im Sinne des Miinzwurfs ist. Das ist im wesentlichen der Satz von Poincaré-
Smale. Ziel dieses Artikels ist es, zu erkldren, was ein transversaler homokliner Punkt
ist und den Beweis des Satzes von Poincaré-Smale zu skizzieren. Dabei geht es in erster
Linie darum, die prinzipiellen Begriffe und Uberlegungen herauszuarbeiten. Technische
Details werden hingegen weggelassen. Der interessierte Leser findet sie in Kirchgraber
und Stoffer (1990).

Hyperbolische Gleichgewichte

Es sei 0 ein Gleichgewicht von (R? P), d.h. es gilt P(0) = 0. Um die Dynamik von P
in der Umgebung von 0 zu untersuchen, entwickeln wir P mit der Taylor-Formel nach x

P(x)=P@0)+dPO)x +...=Ax +... (D
wobei
JoP, doP,
é—(O, 0) 5——(0, 0)
A= X+ X_
oP_ oP_

5}:(0, 0) -5[(0, 0)
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und x = (x4, %), P = (P;, P-)T gesetzt ist. Es sei 0(A) = {\, A\_} das Spektrum von A,
d.h. A1 sind die beiden Eigenwerte von A. Wir nennen O ein hyperbolisches Gleichge-
wicht, falls A\, und A_ beide reell sind, und iiberdies

O< A <I< Al 2)

gilt. Wir setzen voraus, dass O hyperbolisch ist. Um (R2,P) in der Nihe von O zu
untersuchen, bietet es sich an, in der Entwicklung (1) zunéchst die Terme zweiter und
hoherer Ordnung zu vernachldssigen und als Approximation das lineare diskrete dy-
namische System (R?, Ax) zu betrachten. Ohne Verlust an Allgemeinheit wollen wir
annehmen, dass A in Normalform ist, d.h. es gilt:

A= ()3 )(‘)_) =:diag (A, A-) €)

(Falls diese Voraussetzung nicht erfiillt ist, muss man eine Koordinatentransformation
durchfiihren. Es seien v, die Eigenvektoren zu A4, d.h. es gilt Avy = ALv4; dann de-
finieren wir die 2 x 2-Matrix T = [v,v_]; es ist leicht einzusehen, dass A := T~'AT =
diag (A, A=) gilt; nun fiihren wir neue Koordinaten gemiss x = TX ein; in den neuen
Koordinaten ausgedriickt wird die lineare Abbildung x — Ax durch die Matrix A be-
schrieben, d.h. es gilt ¥ — AX).

Untersuchen wir nun die Dynamik zum linearen Bewegungsgesetz

x=(x+)eRz—-ax’=Ax=<A+x+)e[R{2. )
X A X

Die wichtigsten Eigenschaften sind folgende, cf. Fig. 1:

xo [
X1

] Y

' - Xy
d X3 X xl X

Fig. 1

a) der Punkt O ist Gleichgewicht

b) jede Bahn, die auf der x,-Achse startet, liegt ganz auf der x,-Achse und strebt
(vorwirts) gegen das Gleichgewicht 0; also: mit xg € x,-Achse, folgt x; € x,-Achse
fiirie Z,und x; = 0 fiiri — oo
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¢) jede Bahn, die auf der x_-Achse startet, liegt auf der x_-Achse und strebt (riickwiirts)
gegen 0, also: mit xy € x_-Achse, folgt x; € x_-Achse fiir i € Z, und x; — 0 fiir
i — —oo,

Die x,-Achse wird als (globale) stabile, die x_-Achse als (globale) instabile Mannigfal-
tigkeit zum Gleichgewicht O beziiglich der linearen Abbildung (4) bezeichnet. Nebenbei
bemerkt sei, dass fiir jede Bahn {x; };cz mit xo weder auf der x,-, noch auf der x_-Achse,
gilt: x; — oo sowohl fiir i — oo, als auch fiir i — —oo.

Nun sollten wir ja nicht das durch (4) beschriebene lineare diskrete dynamische System,
sondern das nichtlineare System mit Bewegungsgesetz

x—>Px)=Ax+... 5)

untersuchen, wobei diese Darstellung fiir P in der Ndhe von x = 0 gilt. Die Frage ist
also: Wieviel bleibt iibrig vom oben beschriebenen Bild, wenn wir die Terme zweiter und
hoherer Ordnung, also die nichtlinearen Terme wieder hinzufiigen? Da die Entwicklung
von P nur in einer Umgebung von x =0 gilt, d.h. weil P(x) nur in der Ndhe von
x =0 durch Ax approximiert wird, konnen wir Ahnlichkeit hochstens in der Nihe von
x = 0 erwarten. Dort aber verhalten sich die beiden Systeme tatsédchlich gleich, wie der
folgende Satz zeigt, cf. Fig. 2.

Satz 1 (Uber die lokale stabile und instabile Mannigfaltigkeit eines hyperbolischen
Gleichgewichtes).

Voraussetzung. Es sei P : R? — R? ein Diffeomorphismus, 0 ein hyperbolisches Gleich-
gewicht mit
(A0
dP(0) = ( 0 )‘_) .

Behauptung. Es gibt eine Zahl § > 0 und zwei skalare Funktionen s, s_, die Kurvenstiicke
M., M_ wie folgt definieren:

M, = {(x4,5:(x)) | Ixs] <6}, Mo ={(s-(x-), x_)| Ix_| <6}

und so dass gilt:

@) das Gleichgewicht 0 liegt auf M, und auf M_; M, ist in O tangential an die x.-Achse,
M_ an die x_-Achse.

Es bezeichne {x; }icz wie iiblich eine Bahn von (R2,P )
B) Gilt xo € My, dann folgt x; € M, fiiri € N, (d.h. M, ist invariant fiir P) und es gilt:

Xi >0 fiir i —> oo,
Gilt xo € M_, dann folgt x; € M_ fiir i € —N (d.h. M ist invariant fiir P™!) und es

gilt.
xi >0 fiir i > -
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Man nennt eine Menge M C R? invariant fiir P (bzw. P7!), falls aus x € M folgt
P(x)e M (bzw. PY(x) € M). M, (bzw. M_) heisst (lokale) stabile (bzw. instabile,)
Mannigfaltigkeit des hyperbolischen Gleichgewichts 0.

.'IR

-— X,

Fig. 2

Dieser Satz, der auf Poincaré und Hadamard zuriickgeht, ist, so naheliegend er erscheint,
ein Existenzsatz: es wird die Existenz zweier Kurven mit gewissen Eigenschaften be-
hauptet. Leider kann man die Funktionen s,, s_, die die Kurven bestimmen, nicht ex-
plizit, etwa durch eine Formel, angeben. Die Definition erfolgt indirekt, als Resultat
eines Grenzprozesses, wie wir nun zeigen. Wir benutzen die folgende Beschreibung der
Abbildung P, vergleiche Gl. (4).

ce = [ ' _ A+x++é+(x+,x—)
P.x—( )———)x =P(x) = (/\-x_+P,(x+,x_)> (6)

und nehmen fiir den Moment an, s,, und damit M, sei schon bekannt. Betrachten wir
einen Punkt (&, s+(§))T auf M, und sein Bild unter P

13 A+ 15+£§, 5+(8) )
(s+(§>) — (A.s+(§)+P_<£,s+(£»
Weil mit (&, s+(§))T auch der Bildpunkt auf M, liegen muss, erhalten wir folgende
Beziehung

A5 (©)+ P- (6,546) = 5+ (Mb+ P& 5.9))
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oder die dazu dquivalente Form

1 A 1 A
519 = 3= 5+ (ME+Pr€54(6)) = 3= P (€508 - ©

Die Idee ist nun, Gl. (7) als Gleichung fiir die unbekannte Funktion s, aufzufassen und
die Gleichung mit der Methode der sukzessiven Approximation zu lésen, d.h. man bildet
eine Folge sg, s1, S2,... von Funktionen wie folgt

so(§) =0 |
{Sn+l(€) = ‘):1'_‘ Sn (,\+£+15+(§, Sn(é.))) - 'X: P (&, sn(8) ne Np.

Man kann zeigen, dass die Folge von Funktionen {s;()} tatsichlich wohldefiniert ist,
dass sie konvergiert, dass die Grenzfunktion Gl. (7) erfiillt und dass auch die iibrigen
Eigenschaften gelten, fiir weitere Details, cf. z.B. Hartman (1982).

Transversale homokline Punkte

Sei (R?,P) ein diskretes dynamisches System mit hyperbolischem Gleichgewicht 0, M+
die lokale stabile, bzw. instabile Mannigfaltigkeit. Wir betrachten nun das Bild von M_
unter P, P2=P o P, P3 =P o P2,..., d.h. die Kurvenstiicke

MP=M_, M!'=PM), M?=P3(M),... (8)
und analog
M)=M,, M/=P"'WM,), M}=P?M,),... ©9)

Die ML, i € N, haben, wie wir sogleich zeigen wollen, folgende Eigenschaften:
M){cMicMic.. (10)

M! (bzw. M) ist invariant beziiglich P~' (bzw. P). (11)

Gilt xo € M! (bzw. xo € M), so folgt fiir die Bahn {x; }].E 7 durch xo:

. . 12)
Xj = 0 fiir j — —oo (bzw. fiir j — +oo).

Es sei x € M/, dann gilt x = Pi(%) fiir ein ¥ € M_; 'infolge ‘der ~Invarianz von M,
beziiglich P~! also ¥ := P~'(%) € M_ und daher x = P/(%) = Pi*! (%), d.h. x € M!*!;
hieraus folgt Gl. (10) fiir die M. Zum Beweis von Gl. (11) bemerken wir, fiir i 2 1,

P! (M!) =P (PP (M) =P M) =M c ME.
Gl (12) schliesslich folgt aus der Tatsache, dass x; € M- gilt fiir j <—i und der ent-

sprechenden Eigenschaft von M_.

Im allgemeinen ist M:! echt grosser als M und es ist deshalb interessant, den Verlauf
der M zu studieren. Von grosstem Interesse ist insbesondere der Fall, in dem sich MN
und MY fiir ein gewisses N € N schneiden, cf. Fig. 3.
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Fig.

7]

Z %

3

Einen solchen Schnittpunkt zy nennt man nach Poincaré homoklin und transversal ho-
moklin, falls die Tangenten in zo an MN und MY nicht-kollinear sind.

Es
1.

2.

folgen einige Bemerkungen.

Es ist moglich, dass M} und M! fiir jedes i keinen gemeinsamen Punkt haben
(abgesehen von x = 0).

Die Vereinigung aller M} bzw. aller M’ i.e.
wr= M, w=JM

ieNp ieNp
wird als globale stabile bzw. instabile Mannigfaltigkeit des hyperbolischen Gleich-
gewichts O bezeichnet. Die Gestalt von W* und W~ ist im Falle der Existenz eines
transversalen homoklinen Punkts ausserordentlich kompliziert, indem sich W* und
W~ in sehr verwickelter Weise sogar unendlich oft schneiden. Diese Tatsache und
ihre Bedeutung hat schon Poincaré erkannt. In seinen beriihmten “Méthodes nouvelles
de la méchanique céleste” schrieb er:

“On sera frappé de la complexité de cette figure, que je ne cherche méme pas a tracer. Rien n’est plus
propre a nous donner une idée de la complication du probléme des trois corps et, en général de tous les
problémes de dyamique ol il n’y a pas d’intégral uniforme et ol les séries de Bohlin sont divergentes”.

Die Bestimmung von Mi" ist nicht einfach, meistens muss man sich mit Approxi-
mationen zufrieden geben. Haufig wird z.B MN wie folgt numerisch approximiert:
Man legt ein kleines Geradenstiick durch das Gleichgewicht 0 in Richtung des Ei-
genvektors zu A_ fest und wéhlt darauf hinreichend viele Punkte aus; diese Punkte,
zusammen mit ihren Bildern unter P, P2, P3,...,PYN ergeben i.a. eine gute Ap-
proximation fiir MN. Vielleicht mochte die Leserin dieses Verfahren an folgendem
Beispiel ausprobieren. Die Abbildung P sei wie folgt definiert

2 —
P: G)——-—) (x +: 2) (13)

P besitzt im ersten Quadranten ein hyperbolisches Gleichgewicht. Die Berechnung
von Stiicken der zugehorigen stabilen und instabilen Mannigfaltigkeit ergibt folgendes



El. Math., 47, (1992) 145

Bild, cf. Fig. 4. (Die Abbildung P ist Mitglied einer Familie von Abbildungen, die
von M. Hénon 1976 vorgeschlagen wurde. Trotz numerischer Evidenz a la Fig. 4 ist
bis heute nicht bewiesen, dass die Hénon-Abbildung transversale homokline Punkte
besitzt.)

Im Abschnitt “Eine Anwendung” beschreiben wir eine Situation, in der es gelingt,
MY und MN analytisch hinreichend gut zu approximieren, um die Existenz eines
transversalen homoklinen Punkts zu garantieren.

Fig. 4

4. Betrachten wir die Bahn {z; };cz durch den transversalen homoklinen Punkt zy. Auf-
grund der Eigenschaften der Mengen MN, MN gilt
a)zie MN fir i<0 und z;, >0 fir i — —o
B) zie MN fir i20 und 2z —0 fir i— +oo

cf. Fig. 3. {z; }iez heisst homokline Bahn. Diese Bahn, zusammen mit dem hyperbo-
lischen Gleichgewicht, d.h. die Menge

A={0}uU{z |ie Z}
spielt im folgenden eine grosse Rolle.

Die hyperbolische Menge A

Es sei wie bis anhin O ein hyperbolisches Gleichgewicht von (R?,P), z transversaler
homokliner Punkt, {z;};., die Bahn durch zyp und A = {0} U {z; | i € Z}. Das Cha-
rakteristische an einem hyperbolischen Gleichgewicht ist, dass es eine Richtung gibt, in
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der P kontrahierend ist und eine andere Richtung, in der P expandierend ist. Besitzt ein
hyperbolisches Gleichgewicht einen transversalen homoklinen Punkt z, so vererbt das
Gleichgewicht diese Eigenschaft in gewissem Sinn auch auf die Punkte der homoklinen
Bahn {z; },_,. Die Prizisierung dieser Bemerkung fiihrt zum Begriff der hyperbolischen
Menge und zum Satz: A = {0} U {z; | i € Z} ist eine hyperbolische Menge. Wieder
werden wir nicht alle technischen Details ausfiihren.

Im folgenden spielt die Tangentialabbildung dP von P eine grosse Rolle: sei x € R?
und ¢ ein Vektor aus R?, den wir uns in x angeheftet denken; dem Paar (x,t) ord-
nen wir das Paar (P(x),dP(x)t) zu, wobei dP(x) die Jacobische Matrix von P am
Punkt x bezeichnet; den Vektor dP(x)t denken wir uns in P(x) angeheftet. Die Be-
deutung von dP(x)t ist folgende: beschreibt (7) die Bewegung eines Punktes in R?,
der zur Zeit 7 =0 im Punkt x ist und den Geschwindigkeitsvektor ¢ hat, dann ist der
Bildpunkt P(y(7)) zur Zeit 7 = 0 in P(x) und sein Geschwindigkeitsvektor ist d P (x)t.
Insbesondere folgt: Ist eine Kurve I invariant unter P und t Tangentialvektor an T in
x € T, so ist dP(x)t Tangentialvektor an T in P (x).

Um das hyperbolische Gleichgewicht 0 gemeinsam mit den Punkten z; der homoklinen
Bahn behandeln zu konnen, fiihren wir die Bezeichnungen z. =0, Z* = Z U {} und
die Konvention oo+ 1 = oo ein.

In jedem Punkt z; von A definieren wir ein Paar von linear unabhingigen Vektoren ¢,
t7, also ein Zweibein, das wir spéter als lokales Koordinateénsystem in der Umgebung
des Punktes z; benutzen werden. Wir behaupten, dass folgende Wahl moglich ist:

a) Das Feld der Zweibeine ist stetig. Da z.. = 0 der einzige Haufungspunkt von A ist,
bedeutet das
lim t¥=tZ,  limt¥=tZF
i ~y—o0 i—o0
b) Das Feld der Zweibeine ist invariant beziiglich der Tangentialabbildung, d.h.
dP (zi)ti:t ist parallel zu tifl, fiir i € Z*; wir bezeichnen die Proportionalititskon-
stanten mit /\ii, es gilt also
c) dP ist kontrahierend in Richtung der t;, bezogen auf die durch die ¢ vermittelte
Metrik und expandierend in Richtung der t;, bezogen auf die durch die ¢; vermittelte
Metrik, d.h. es gibt eine Zahl ¥ € (0, 1), so dass gilt

N <9, |A,-‘|2—:§ ez

Diese drei Eigenschaften sind gemeint, wenn man sagt, A sei eine hyperbolische Menge.

Wir beschreiben die Konstruktion der Vektoren t;, i € Z*. Aufgrund von b) fiir i = oo ist
klar, dass t_ Eigenvektor von d P(0) sein muss und im Hinblick auf c¢) wihlen wir einen
Eigenvektor zum grosseren Eigenwert A_; seine Linge (beziiglich einer ein fiir allemal
fixierten Norm |.| in R?; um etwas Konkretes vor Augen zu haben, wihlen wir die
Maximumnorm: |x| = max (|x.|,|x-|)) sei 1, die Orientierung wird beliebig festgelegt.
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Wir erinnern daran, dass ¢ aufgrund des Satzes iiber die lokale stabile und instabile
Mannigfaltigkeit im Punkte z.. = O tangential an MY ist. Schliesslich halten wir fest,
dass A, = A gilt. Auch alle iibrigen Vektoren t; sollen (moglicherweise einstweilen,
cf. weiter unten) Einheitsvektoren sein (beziiglich der oben eingefiihrten Norm in R?).
t, sei Tangentialvektor an M N in zp, seine Orientierung wird beliebig festgelegt. Im
Hinblick auf die Invarianzbedigungen fiir das Feld der Zweibeine transportieren wir t;
mit der Tangentialabbildung vor- und riickwirts:

t7, istparallelzu dP7l(z)t; fir i<0
t;,, istparallel zu dP(z)t; fir i2>0

Damit sind die t;, i € Z, bis auf die Wahl der Orientierung, iiber die spiter verfiigt wird,
rekursiv festgelegt. Durch unsere Definition ist die Eigenschaft b) erfiillt.

Da MXN beziiglich P! invariant ist und weil t, nach Konstruktion Tangentialvektor
an MY im Punkt z ist, folgt: t; ist Tangentialvektor an M N im Punkte z; fiir i <0,
cf. Fig. 5.

M

Fig. 5

Weil z; — z.. = 0 fiir i - —oo, folgt, im Hinblick auf die Tatsache, dass t; Tangen-
tialvektor an MY in z., = 0 und Einheitsvektor ist: Bei geeigneter Orientierung der t;
fiir alle i hinreichend klein, gilt lim #; = 2. Damit ist der erste Teil der Stetigkeitsbe-
oo

dingung a) nachgewiesen. Wir z;,igen jetzt den verbleibenden Teil von a) und dass c)
fiir alle i, |i| geniigend gross, gilt. Dazu machen wir die folgende Modellannahme: In
einer Umgebung U von 0 stimmt P mit seiner Linearisierung am Nullpunkt iiberein,
dh. P(x) =dP(0)x fiir x € U. Ferner nehmen wir an, dass d P(0) in Diagonalform ist,
dP(0) = diag (A, A-), und setzen ¢} = (1,0)7,¢Z = (0, 1), cf. Fig. 6.

Sei N >0 so gross, dass zy € U und z_y € U ist. Weil #; transversal zu Mf‘] ist,
ist ty transversal zur x,-Achse, d.h. die x_-Komponente von ty; ist von 0 verschieden
und OBdA wollen wir annehmen, dass sie grosser sei, als die x,-Komponente; weil ty
Einheitsvektor ist, gilt ty = (7, DT, mit |7] < 1. Hieraus ergibt sich

i-N
t,-'=(T(A+/1)“) ) i>2N.
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Fig. 6

Daraus folgt zweierlei:

1. lim¢; = (0, T =tZ, womit der noch ausstehende Teil von a) nachgewiesen ist, und
1—o0

2. A7 = A_fiiri 2 N, woraus sich die gewiinschte Abschitzung in c) fiir alle hinreichend
grossen i ergibt. Wir zeigen, dass sie auch fiir alle hinreichend kleinen i gilt. Weil
zi e U fiir i <-N gilt, folgt #; =(0,1)T fiir i <-N und es ist A7 = A_ und die
Behauptung folgt.

Um die Abschitzung |A,T| 2 1/9>1 fiir alle i zu bekommen (und nicht nur fiir alle

geniigend kleinen und alle geniigend grossen Werte von i), muss man eventuell endlich

viele der Vektoren t;, nimlich die Vektoren

RV TUURURE S0 ool S

abiandern, dabei ist M eine hinreichend grosse Zahl. Die abgednderten Vektoren ha-
ben dieselbe Richtung und denselben Richtungssinn wie die alten; aber es sind keine
Einheitsvektoren mehr. Der interessierte Leser findet diese (einfache) Konstruktion in
Kirchgraber und Stoffer (1990), Lemma 3. Hier soll es geniigen, folgendes zu bemer-
ken: sei A eine 2 x 2-Matrix, t, ¢’ Vektoren, so dass t' parallel zu At ist, d.h. es gilt
At = \t'; durch Verinderung der Linge von ¢’ kann man offenbar erreichen, dass A
gleich einer beliebig vorgebbaren Zahl ungleich O ist!

Falls die Modellannahme nicht erfiillt ist, miissen die Terme hoherer Ordnung in der
Entwicklung von P(x) nach x beriicksichtigt werden. Die Uberlegungen sind dann et-
was komplizierter, aber das Resultat bleibt unverindert. Die Vektoren ¢;” werden analog
konstruiert. Damit folgt:
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Satz 2 Ist 0 ein hyperbolisches Gleichgewicht von P, zg ein dazu transversaler homokliner
Punkt und {z; }ic 7 seine Bahn, dannist A = {0} U {z; | i € Z} eine hyperbolische Menge,
d.h. es gibt ein Feld von Zweibeinen t}, t;, so dass die Eigenschaften a), b), c) gelten.

Das Schattenbahnlemma und der Satz von Poincaré-Smale
Die Folge {x;},., heisst Bahn des diskreten dynamischen Systems (R?,P), falls

)x,-+1 —P(x,-)| =0 fir ie”Z

gilt, wie man sich erinnert. Eine Folge {y;},_, mit y; € A,i € Z, wobei A die oben
beschriebene hyperbolische Menge ist, heisst e-Pseudobahn, falls gilt

lyisi —Pyi)| <€ fir ieZ.

Eine ¢-Pseudobahn ist also fast eine Bahn, eine Bahn sozusagen, bis auf einen kleinen
Fehler, cf. Fig. 7.

Fig. 7 P P

Der zentrale Hilfssatz dieses Abschnitts ist das Schattenbahnlemma (Satz 3), das besagt,
dass es zu einer Pseudobahn eine benachbarte Bahn (die sog. Schattenbahn) gibt. Pseu-
dobahnen sind also sozusagen Spuren wirklicher Bahnen, und es ist daher interessant,
moglichst viele verschiedene Pseudobahnen zu finden.

Betrachten wir unsere hyperbolische Menge A, die O als einzigen Héufungspunkt hat,
cf. Fig. 8.

Zu vorgegebenem ¢ > 0 wihlen wir N > 0 so gross, dass einerseits |z_y —0| < ¢ und
andererseits |0 —zn+;| < € gilt. Dann betrachten wir die (endliche) Folge

Fig. 8

Yl = O,Z_N,Z_N+1,...,Z_l,Z(),Z],ZZ,...,ZN,O.

Y, besteht aus m := 2N + 3 Punkten und kann offenbar Segment einer ¢-Pseudobahn
sein. Neben Y, betrachten wir

Y, :=0,0,0,...,0,0,0,0,...,0,0,
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wobei auch Y, aus m Punkten besteht und ebenfalls Segment einer e-Pseudobahn sein
kann. Durch beliebige Kombination von Y, und Y; erhalten wir e-Pseudobahnen: sei
s ={si};cz> Si € {0, 1}, eine beliebige 0-1-Folge. Dann definieren wir dazu die ¢-Pseu-
dobahn y* durch Aneinanderkoppeln der Segmente Yy, Y; gemiss der Folge s:

ys = ... Ys_2 Ys_l; YSO YS] Y52 “s e o
Damit ist gezeigt, wie wir fiir unsere hyperbolische Menge A iiberabzéhlbar viele ver-

schiedene ¢-Pseudobahnen konstruieren konnen.

Es folgt jetzt die genaue Formulierung des Schattenbahnlemmas, dessen Beweis im
ndchsten Abschnitt skizziert wird.

Satz 3 (Schattenbahnlemma). Zu jedem hinreichend kleinen p > 0 gibt es ein € > 0, so
dass folgendes gilt: Ist {y;}, , eine e-Pseudobahn, so gibt es eine und nur eine Bahn
{xi}icz fiir die lyi —xi| < p,i € Z, gilt. ({x;};.5 heisst p-Schattenbahn zur €-Pseudo-
bahn {y;},.7)

Zur Illustration des Schattenbahnlemmas, cf. Fig. 9.

Fig. 9

Was sind die Konsequenzen? Wir wihlen p so klein, dass die Kreise K (z, p) (Zen-
trum zg, Radius p) und K (0, p) (Zentrum 0, Radius p) keinen gemeinsamen Punkt ha-
ben, cf. Fig. 8, und natiirlich so klein, dass das Schattenbahnlemma anwendbar ist. Zu
diesem p gehort gemidss Schattenbahnlemma ein €. Es sei s = {s; };_., eine 0-1-Folge,
y*=...Ys,; Ys Y, ... die zugehorige e-Pseudobahn und {x}},_, die zu y° gehorige
p-Schattenbahn. Im Hinblick auf die Definition der Pseudobahnabschnitte Yy, Y be-
trachten wir die “Zeitpunkte” N +1+im, i € Z, wobei m = 2N + 3 die Lénge von Y,

Y; bezeichnet. Offenbar gilt:

s _Jzo fallss; =1
YN+1+im = 0 fallss;=0

und daraus folgt:
X5 e K(zp,p) fallss; =1
Wi K(@©,p) fallsso=0.

Fiihren wir schliesslich P := P™, also die m-te Iterierte von P, und X, :=K (2, p),
Xo := K(0, p) ein, so folgt, wegen x5, .. = P (4

P (x5a) € X,, ieZ
d.h. es gilt:
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Satz 4

Voraussetzung. P : R? — R? hat ein hyperbolisches Gleichgewicht und einen dazu
transversalen homoklinen Punkt.

Behauptung. Es gibt eine natiirliche Zahl m, so dass (R?,P™) chaotisch im Sinne des
Miinzwurfs ist.

Der Vollstiandigkeit halber fiihren wir die klassische Formulierung des Satzes von Poin-
caré-Smale an. Dazu bezeichnen wir mit X die Menge aller zweiseitig unendlichen O-
1-Folgen und fiihren in X durch d(s,s’) := max {27 | 5; #s/, i € Z} eine Metrik ein.
2 ist dann ein kompakter vollstandiger metrischer Raum. Nun definieren wir eine Ab-
bildung 7 von X nach R? durch

T:5€ T—> x5, € R,

Man kann zeigen, dass 7 ein HomGomorphismus von X auf S :=7(Z) ist. Weiter ist
(S, P) ein diskretes dynamisches System! Dazu muss gezeigt werden, dass S unter P
invariant ist. Wenn {x; }._, p-Schattenbahn zu y°* =...Y;_; Yy, ... ist, so ist {x7,,, }._,
p-Schattenbahn zu ys' =... Y Y5, Ys,..., wobei s’ := g(s) = {sj41},.7 gesetzt wird.
Weil nach dem Schattenbahnlemma jede ¢-Pseudobahn genau eine Schattenbahn besitzt,
gilt

T(0(8)) = XNy14m = P (¥41) =P (7(5)) .

Damit ist die Behauptung nachgewiesen. Die letzte Formel beinhaltet noch ein wesent-
liches Resultat. Sie zeigt, dass das folgende Diagramm kommutiert

7(s) € S 2, P(rs) e S
T Tr
seX __2_) o(s)e X

Das hat folgende Bedeutung: Wir fiihren (X, ) als weiteres diskretes dynamisches Sy-
stem ein, d.h. wir wihlen den Raum der zweiseitig unendlichen 0-1-Folgen als Zustands-
raum und die sog. Bernoulli- oder Shift-Abbildung

g:5=(..5.1;505152...)—>5" =d(8)=(...50;5152...)

als Bewegungsgesetz. Dann besagt das Diagramm, dass 7 eine Koordinatentransforma-
tion ist, die die beiden _diskreten dynamischen Systeme (S,P) und (Z,0) ineinander
tiberfithrt. Man sagt (S, P) und (X, o) seien konjugiert zueinander.

Satz 5 (Satz von Poincaré-Smale).
Voraussetzung. P : R2 — R? hat ein hyperbolisches Gleichgewicht und einen dazu
transversalen homoklinen Punkt.
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Behauptung. Es gibt eine natiirliche Zahl m und eine unter P™ invariante Teilmenge
S C R?, so dass das diskrete dynamische System (S, P™) und das Bernoulli-System (X, o)
zueinander konjugiert sind.

Das Bernoulli-System ist der Prototyp eines chaotischen dynamischen Systems. Seine
Eigenschaften sind sehr leicht zu entdecken. Sie iibertragen sich auf dazu konjugierte
Systeme, cf. Kirchgraber und Stoffer (1989).

Smale (1967) bewies Satz 5 mit Hilfe seiner beriihmten Hufeisenkonstruktion, cf. Moser
(1973). Quellen fiir das Schattenbahnlemma sind Anosov (1967), Bowen (1975). Fiir
weitere Referenzen, cf. Kirchgraber und Stoffer (1990).

Beweisskizze zum Schattenbahnlemma

Im Prinzip ist das Schattenbahnlemma ein einfaches Resultat. Dennoch begniigen wir
uns auch hier mit einer Beweisskizze.

Wir beginnen mit einer etwas allgemeineren Formulierung der Hyperbolizititseigenschaft
einer Menge A C R2.

Die kompakte (d.h. abgeschlossene und beschrdnkte) Teilmenge A C R?, die iiberdies be-
ziiglich P und P~ invariant ist, heisst hyperbolisch, falls folgendes gilt. Zu x € A gibt es
zwei Vektoren t*(x), t~(x) € R?, t*(x) und t~(x) sind linear unabhdngig und stetig in x,
und es gilt:

i) zu x € A gibt es reelle Zahlen X*(x) und X\~ (x), so dass

dP(x)tE(x) = AT ()t E(P(x))
ii) es gibt eine Zahl ¥ € (0, 1), so dass

AT <9, |A@x)|=2= fir xeA.

S

Es sei {y; },.; eine e-Pseudobahn; Ziel ist die Konstruktion einer zugehorigen p-Schat-

Wir beniitzen ¢*(x), t~(x) als lokales Koordinatensystem in der Ndhe von x und defi-
nieren die 2 x 2-Matrix T(x) := [t*(x)#~(x)]. Sodann suchen wir ¥; in der Form

x,-=y,-+T(y,~)A,- ieZ,

wobei wir erwarten, dass A; klein ist, weil ja x; nahe bei y; liegen soll. Nun ist {x;},_,
eine Bahn, genau wenn x;4; = P(x;), d.h. wenn

Yie1 + T Wis1)Ain1 = Py + TWi)A) = P(yi) + AP (y:)T (yi)A; ie”Z

gilt, dabei haben wir die Terme vernachléssigt, die klein von zweiter Ordnung in A; sind.
Die letzte “Gleichung” ldsst sich wie folgt schreiben

Aivt = [TWi)] ™ AP TyA + 6 ieZ,
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wo §; = [T(y,-ﬂ)]-1 [P(yi) = Yix1]. 6; ist klein, weil {y;},., eine e-Pseudobahn ist,
d.h. es gilt |P(y;) —yix1]| < €. Als nachstes ersetzen wir ¥4y in T (yi41) durch P(y;).
Das ist gerechtfertigt, weil die Differenz zwischen y;,; und P(y;) klein ist und weil

[T (y,~+1)]_1 dann noch mit A; multipliziert wird. Das ergibt
Aivi = [T (P@))]™ dP) T A +86; ieZ.

Fiihren wir eine kleine Hilfsrechnung durch. Es sei [T (P (x W dP(x) T(x)A=:d, also
dP(x) T(x)A=T(P(x))d. Mit der Eigenschaft i) einer hyperbolischen Menge ergibt
sich fiir die linke Seite

dP(x) T(x)A =dP(x) [t (x) ¢~ (x)] A
= [dP(x)t*(x)dP(x)t~(x)] A
= [N @) PE) A @) P @) A

= [P @) (Px))] [" (()x) A_?x)] A.

Fiir die rechte Seite folgt: [t*(P )Nt (P (x))] d und somit

[r@) o
d‘[ 0 /\‘(x)]A'

Unsere letzte “Gleichung” vereinfacht sich demnach und lautet jetzt

A'yi) 0

Aiy = [ 0 )\_(yi)] A +6;.

Wir setzen Af := X* (y;), A7 := A~ (y;) und erinnern, dass
. 1
Nl<o, N2y ez
gilt. Weiter fiihren wir Komponenten fiir A; und §; ein: A; = (A;-*,AIT)T, 6 = (67, df)T.
Damit lautet die obige Beziehung, die wir nun als Gleichung schreiben:

Es handelt sich um zwei unendliche lineare Gleichungssysteme, einerseits fiir die A7,
i € Z, und andererseits fiir die A7, i € Z. Es ist nicht schwer einzusehen, dass jedes
dieser Gleichungssysteme genau eine Losung besitzt, die einer Abschidtzung der Form
'A,il < ce geniigt, wobei ¢ eine von i und ¢ unabhingige Konstante ist. Wir zeigen, wie
man z.B. Aj erhilt. Aus den obigen Rekursionsgleichungen folgt:

Aa = 61-1 + )\t] Atl, Atl = 61-2 + At2 Atz
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also
Ag = (51-1 + Ail (5-_’-2 + )‘tl )\tz At2 .

Mit A, = 65 + AF;A 5 folgt
Ay =05+ X5, 05, + X5 A5, 65+ X5 AL M54
Natiirlich vermutet man, dass gilt
A =6 + A5 6L+ X5 AL 65+

Tatsdchlich konvergiert die Reihe geometrisch, weil die !)\ﬂ durch ¥ < 1 beschrinkt
sind und die 6 einer Abschitzung der Form |6,+ | <c’'e geniigen, wo ¢’ eine von i
und ¢ unabhéngige Konstante bezeichnet. In dhnlicher Weise erhdlt man Reihen fiir
die iibrigen A} und es ist nicht schwierig, nachzupriifen, dass das unendliche lineare
Gleichungssystem erfiillt wird.

Fiihrt man die vernachldssigten Terme mit, erhélt man das Resultat mit Hilfe der Methode
der sukzessiven Approximation, cf. die Konstruktion der Funktion s, im Satz iiber die
lokale stabile und instabile Mannigfaltigkeit.

Eine Anwendung

In diesem abschliessenden Abschnitt stellen wir den Zusammenhang zwischen Differen-
tialgleichungen und diskreten dynamischen Systemen her und untersuchen eine (typische)
Differentialgleichung, auf die sich der Satz von Poincaré-Smale anwenden lésst.

Wir betrachten ein zwei-dimensionales gewohnliches Differentialgleichungssystem

x=f(tx). (14)

Dabei ist also x € R?, t € R, f : RxR? —» R, hinreichend regulir, "= d /dt. Ferner
setzen wir voraus, dass f in t 27-periodisch ist:

ft+2m,x)=f(t,x) firalle teR, xeR%. (15)

Man spricht von ebenen periodischen Systemen. Die Periodizititseigenschaft hat eine
wichtige Konsequenz, wie sich bald zeigen wird. Wir bezeichnen mit ®(¢, x) diejenige
Losung von (14), die sich zur Zeit ¢+ = 0 am Punkt x befindet, d.h. es gilt ®(0,x) = x.

Aufgrund der Periodizititseigenschaft von f folgt, dass mit ®(¢, x) fiir jedes k € Z auch
®(t + k27,x) Losung von Gl. (14) ist; da Gl. (14) zu jeder Anfangsbedingung genau
eine LOsung besitzt, folgt

Ot +k2m,x) = O, Dk2m,x)) (16)
fiir beliebiges ¢ € R, x € R2. Definieren wir nun die sog. Perioden- oder Poincaré-Ab-

bildung von (14)
P:xe R*—> ®Q2m,x) e R?.
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Natiirlich definiert (R?,P) ein diskretes dynamisches System. Der springende Punkt
ist, dass seine Bahnen stroboskopische Bilder der Losungen des ebenen periodischen
Systems (14) sind; aus (16) folgt namlich

®d(n 2m,x) = P"(x) an

fir n € Z und x € R?. Damit ist klar, dass es geniigt, das diskrete dynamische System
(R%,P) zu betrachten, um sich einen Uberblick iiber das Verhalten der Losungen des
Differentialgleichungssystems (14) zu verschaffen. Dieser Zusammenhang ist eine der
wesentlichen Motivationen fiir das Studium ebener diskreter dynamischer Systeme.

Die interessante Frage ist nun natiirlich, unter welchen Bedingungen an f die Abbil-
dung P ein hyperbolisches Gleichgewicht und einen dazu transversalen homoklinen
Punkt besitzt. Im folgenden beschreiben wir eine solche Situation. Wir betrachten die
Differentialgleichung

Y-y +2y° = pcost, (18)

wobei p € R ein Parameter ist. Gl. (18) ist ein sehr vereinfachtes Modell fiir die Be-
schreibung der Schwingungen eines Balkens, cf. Holmes (1979). Indem wir x; =y,
X2 =Y setzen, konnen wir (18) in der Form (14) schreiben

x=ft,x)=f')+puf't,x) (19)

mit fO(x) = (x2, %1 - 2x13)T , f1(t,x) = (0,cost)T. Weil das Differentialgleichungssystem
(19) vom Parameter u abhéngt, hingt auch die Losung und die Periodenabbildung von p
ab; um das zum Ausdruck zu bringen, schreiben wir @, und P,,. Im folgenden werden wir
uns fiir kleine Werte von |u| interessieren und deshalb untersuchen wir zunéchst ®g(t, x)
und Py(x). In Fig. 10 ist das sog. Phasenportrait von Gl. (19) fiir 4 =0 gezeichnet,
d.h. die Kurven x = ®y(t, £), t € R, fiir einige Werte von &.

%

i

£ C) —x
N J :

Fig. 10

Offensichtlich ist x = (x1,x2)T = (0,0)T = 0 eine Losung von (19) fiir =0, und zwar
eine Gleichgewichtslosung; d.h. es gilt ®o(t,0) =0 und folglich Py(0) =0, d.h. O ist
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Gleichgewicht fiir Py. Betrachten wir nun die Linearisierung % = df°(0)x von (19) fiir
p = 0, die entsteht, indem man in der Entwicklung von f%(x) = df°(0)x +... die héheren
Terme weglasst; d.h. wir untersuchen das lineare System

{xl =X (20)

X2 =X
(20) besitzt offenbar die folgende Fundamentalmatrixlésung
cosht sinht
X(#) = ( sinh ¢ cosht) '
Weil d®y(t,0) = x(t) gilt, folgt dP(0) = x(27) und somit Ay = e*?™, d.h. 0 ist hyper-
bolisches Gleichgewicht von Py. Betrachten wir als nachstes die Funktion

1 tanh ¢ T
cosh t’ cosht '

X(t)= (

Es ist nicht schwierig, nachzupriifen, dass X(t) eine Ldsung der Gl. (19) fir p = 0
ist. Uberdies gilt X (¢) — O fiir f — +oo. Die Losungskurve C : x = X(¢), t € R, ist in
Fig. 10 fett gezeichnet. Sie heisst Separatrixlosung. Natiirlich gilt fiir jedes t € R

PE' X)) =Xt +£27m). (21)

Aufgrund von Gl. (21) folgt: C ist invariant beziiglich Py und P;!, und fiir jedes x € C
gilt einerseits Pé(x) — O fiir i — +o0 und andererseits P(’;(x) — 0 fiir i - —oo, d.h. C
ist sowohl Teil der globalen stabilen Mannigfaltigkeit von 0 (beziiglich Py), als auch
Teil der globalen instabilen Mannigfaltigkeit von 0 (beziiglich Py). Das bedeutet: Jeder
Punkt x von C ist homokliner Punkt zu O beziiglich Py, aber keiner ist transversaler
homokliner Punkt! Dies ist typisch fiir Abbildungen, die durch autonome, d.h. von ¢
unabhingige, Differentialgleichungen erzeugt werden (man beachte, dass Py zu (19) mit
p =0 gehort; fiir u =0 reduziert sich (19) auf das autonome System % = f(x); die
Zeitabhingigkeit entsteht erst durch den Term puf (t, x)). Die Frage ist nun, was das
Zuschalten der Storung uf!(t,x) bewirkt. Auskunft gibt der folgende allgemeine Satz.

Satz 6
Voraussetzungen.

f O (cf. GI. (19)) ist hamiltonsch, d.h. es gibt eine skalare Funktion H (x), so dass
gilt
fO(x) = (9H /3x2,—3H /3x,) " .

(ii) O ist hyperbolische Gleichgewichtslésung von (19) fiir p =0, d.h. es ist f°(0) =0
und fiir die Eigenwerte ~y+ von df °(0) gilt - < 0 < 4 = —y_ (man beachte, dass die
Spur von df® wegen (i) verschwindet).

(ii1) O besitzt eine Separatrixldsung, d.h. es gibt eine Lésung X (t) von Gl. (19) fiir p =0,
fiir die
X(t)—>0 fiir t > oo

gilt.
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(iv) Die sog. Melnikov-Funktion
d:ce R—>d():= / fO(X(t)) /\fl(t —-o, X(t)dt

besitzt eine nicht-degenerierte Nullstelle, d.h. es gibt ein d* mit d (6*) =0 und
d' (6*) #0. (A bezeichnet das Vektorprodukt in der Ebene, i.e. die Fliche des Par-
allelogramms, das zwei Vektoren aufspannen.)

Behauptung. Fiir 1 # 0, || hinreichend klein, besitzt die Poincaré-Abbildung P, zu (19)
ein hyperbolisches Gleichgewicht x* (in der Nihe von 0) und einen dazu transversalen
homoklinen Punkt z" (in der Nihe von X (¢*)); d.h. P, erfiillt die Voraussetzung des
Satzes von Poincaré-Smale.

Die Voraussetzung (iv) garantiert also, dass die stabile und die instabile Mannigfal-
tigkeit von x# fiir u %0, |u| hinreichend klein, nicht zusammenfallen (wie fiir u = 0),
sondern sich in der Nihe von X (0*) transversal schneiden. Tatsdchlich ist die Melnikov-
Funktion d einfach ein Mass fiir den Abstand zwischen den beiden Mannigfaltigkeiten.
Aus Platzgriinden verzichten wir auf die Herleitung von Satz 6, die der interessierte
Leser z.B. in Kirchgraber und Stoffer (1990) finden kann.

Wenden wir Satz 6 abschliessend auf Gl. (18) an. f© ist hamiltonsch mit H = jx? -
%xlz + %xf. Dass die Voraussetzungen (ii), (iii) erfiillt sind, wissen wir schon. Fiir die

Melnikov-Funktion erhilt man

d(a)=/ cos(t —o) Xp(t)dt = - sino .

T
cosh(w/2)
Offenbar ist Vorraussetzung (iv) mit ¢* = 0 erfiillt. Fiir g # 0, || hinreichend klein, zeigt
Gl. (18) demzufolge chaotisches Verhalten.

Die Anwendung von Satz 6 auf das Pendel mit oszillierendem Aufhidngepunkt findet
man in Kirchgraber und Stoffer (1990).
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