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Über die Länge der Verbindungsstrecken
von zwei grenzparallelen Geraden

Dieter Ruoff
University of Regina, Regina, Canada

Dieter Ruoff ist in Zunch aufgewachsen Nach dem Universitatsstudium mit Promotion

bei B L van der Waerden (1965) verbrachte er zwei Jahre mit einem National-
fondsstipendium in Kiel Seit 1968 ist er an der Universität in Regina, Kanada, tatig
Er veröffentlichte Beitrage insbesondere zur n -Ecks-Lehre und Inzidenzgeometne

Betrachtet man in einer hyperbolischen Ebene diejenigen Verbindungsstrecken zweier
grenzparalleler Geraden, welche mit einem festen, ausserhalb der Parallelen liegenden
Punkt kollinear sind, so drängt sich einem fast unwillkürlich die Frage auf, welchem
Grenzwert die Langen dieser Strecken zustreben bei unbeschränktem Fortschreiten in
Parallelenrichtung (Fig. 1). Intuitiv lässt sich nur schwer entscheiden, ob der besagte

Fig l

Weil nnseie Anschauung an der EtsMdtschen Welt geschult Ist, fehlt um für die
hyperbolische Geometrie wettgehend die Intnition, An ihre Stelle mtm hier wie in vielen
vetgletehbat^n Pillen in der Mathematik die aromatische Behandlung und die m-
gehdrigen logischen Herleitungen» In seinem Beitrag behandelt Dieter Ruoff ein
derartiges Beispiel, es betrifft eine Mai^igensehaft in der hypeitolischen Ebern» Leicht
stellt man fmi, dass uns die entstehende Frage in der Euklidischen Geometrie dank

nnsensr Intuition keinerlei Schwierigkeiten bietet mt
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Grenzwert null, positiv-endlich oder unendlich ist. Zu seiner Berechnung erscheint die

hyperbolische Trigonometrie als das geeignete Mittel, doch obwohl man mit ihrer Hilfe
zum Ziele gelangen kann, ist ihr Gebrauch nicht zwangsläufig. Das geht aus der
folgenden Untersuchung hervor, in welcher der betrachtete Grenzwert direkt und in ganz
elementarer Weise bestimmt wird.

Die vorliegende Arbeit ist dem vorzüglichen Lehrbuch der nichteuklidischen Geometrie

von David Gans [2] sehr verpflichtet. Herrn Professor J. C. Fisher möchte der Verfasser

für verschiedene hilfreiche Bemerkungen bestens danken. B. Monson schliesslich
hat eine trigonometrische Lösung des hier behandelten Problems gefunden (bisher
unveröffentlicht).

Wie die folgende Herleitung zeigen wird, besteht ein Zusammenhang zwischen dem von
uns gesuchten Grenzwert von Streckenlängen und der Länge gewisser Grenzkreisbogen.
Methodisch gesehen spielen zwei grundlegende Sätze eine Rolle, welche korrespondierende

Grenzkreisbogen betreffen, Bogen also, die konzentrischen Grenzkreisen angehören
und durch radiale Projektion auseinander hervorgehen (Fig. 2). Die betreffenden Sätze

lauten: 1. Auf einem Grenzkreis steht ein Teilbogen AB zum Bogen AC im selben

ii
Fig. 2

Längenverhältnis wie auf einem konzentrischen Grenzkreis der korrespondierende Bogen

A'B1 zum korrespondierenden Bogen A'C 2. Ein fester Grenzkreisbogen steht zu
einem beweglichen korrespondierenden Grenzkreisbogen in einem Längenverhältnis, das

sich in Parallelenrichtung exponentiell mit dem Bogenabstand verändert. Dabei ist die
Basis dieser Exponentialfunktion e, falls die beiden Bogenlägen in nichteuklidischen
Standardeinheiten gemessen werden. — Elementare Beweise der beiden Sätze finden
sich in [2], anspruchsvollere in [4].

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zu unserem Problem. Es seien k,l zwei

grenzparallele Geraden mit dem gemeinsamen Ende 6 und es sei C ein weder auf noch
zwischen diesen liegender Punkt. Durch C seien die Geraden gezogen, die von k und l
geschnitten werden, und aufjeder von ihnen sei die von dem Schnittpunkt X mit k und
dem Schnittpunkt Y mit l begrenzte Strecke XY hervorgehoben. (X,Y sind laufende
Punkte aufk bezw. I.) Wir stellen uns die Aufgabe, den (endlichen oder unendlichen)
Grenzwert zu bestimmen, dem die Längen der Strecken XY zustreben, falls sich X und
Y unbeschränkt in Richtung 6 bewegen.

Wir beginnen die Lösung unserer Aufgabe mit zwei Bemerkungen. Erstens bezeichnet im
folgenden ein geordnetes Paar der Form (£, P) einen Grenzkreis und zwar den Grenzkreis
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mit Zentrum welcher durch P geht. Zweitens wird o.B.d.A. angenommen, dass die
Gerade k und der Punkt C auf verschiedenen Seiten der Geraden / liegen, oder, was
dasselbe bedeutet, dass sich auf dem Grenzkreis (6, C) der Schnittpunkt B mit / zwischen

dem Schnittpunkt A mit k und C befindet. Die Längen a \AC\ und b \BC\ der

Bogen AC,BC auf dem besagten Grenzkreis werden im Resultat unserer Untersuchung
auftreten (Fig. 3).

Fig. 3
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Die weiteren von uns herangezogenen Punktmengen und deren Längen hängen von der
Lage des laufenden Punktes X ab. Wir nehmen an, dieser liege auf dem von A in Richtung

6 führenden Strahl und habe den Abstand x von A. Der von X ausgehende Strahl
XC habe das Ende 6'. Fünf zu benennende Punkte bilden den Schnitt von gegebenen
Grenzkreisen mit der Geraden 66'. Diese werde von (6, C) in C+, von (6, Y) in Z, von
(6',Y) in Z', von (6,X) in U und von (Ö',X) in W geschnitten. Weiter sei W der
Schnittpunkt des Grenzkreises (6, Y) und der Geraden fc. Auf Grund dieser Festsetzungen

können alle übrigen für uns relevanten Strecken und Grenzkreisbogen sowie deren

Längen bezeichnet werden. Es sei |XW| w, |XY| y, \ÄC+\ a+, \BC+\ b+,

\WZ\ ax, \YZ\ bx, \YZ'\ b'x, \XU\ cx und |XU'| c'x. Alle Längen sollen in
Standardlängeneinheiten gemessen werden.

Wir bemerken, dass WZ, X U ein äusserer und ein bezüglich des Endes 6 korrespondierender

innerer Grenzkreisbogen sind, die den Abstand w haben, XW, YZ' ein äusserer



126 El. Math., 47, (1992)

und ein bezüglich 6' korrespondierender innerer Grenzkreisbogen mit dem Abstand y.
Gemäss einem früher zitierten Satz gilt für die Längen ax, cx sowie c'x, b'x dieser Bogen

(1) cx=axe~w, bx=c'xe-y

Weil 66' ein Radiuslinie der von uns betrachteten Bogen ist und als solche senkrecht auf
ihnen steht, folgt

(2) b'x=bx, c'x=cx,

was zusammen mit (1)

ax
(3) w + y ln —y bx

ergibt. Auch die Grenzkreisbogen AC+, WZ sowie deren Teilbogen BC+, YZ sind

korrespondierend. Es gilt daher b+ : a+ bx : ax, was es erlaubt, (3) in

a+
(4) w+y =ln —

umzuwandeln.

Wir lassen nun x |AX| gegen °° streben und behaupten, dass dann \BY\ ebenfalls gegen
oo strebt und |CC+| gegen 0. Zum Beweis gehen wir von irgendeinem Punkt X Xo
auf dem von A und 6 bestimmten Strahl aus und finden die zugehörgen Punkte Y Yq

und C+ Cq. Ist Yi irgendein Punkt der Geraden / auf der B entgegengesetzten Seite

von Yo, so lässt sich stets ein zugehöriger Punkt X Xi auf k rekonstruieren, da die
Gerade CYi die Gerade k auf jeden Fall schneidet, und zwar auf der 6 zugewandten
Seite von Xo. Ist andererseits Cj+ ein sich auf dem Grenzkreis (6, C) zwischen C und Cq"

befindlicher Punkt (Fig. 4), so schneidet die Gerade 6C+ die Gerade XoC im Äusseren

des Grenzkreises (6,C). Die Verbindungsgerade des zweiten Endes 6[ von 6Cf und des

Punktes C muss k schneiden, bestimmt also ein X Xi_und zwar auf der Seite von
6 bezüglich Xo. So kann also \BY\ beliebig gross und |CC+| beliebig nahe bei 0 sein,
wobei die erste dieser Längen mit x wächst, die zweite mit x abnimmt. Dies bestätigt
die eingangs dieses Absatzes aufgestellten Behauptungen.

Nun zu Folgerungen aus den gemachten Grenzwertbestimmungen. Wächst x
unbeschränkt, so, wie gezeigt, auch \BY\, was mitbewirkt, dass Y sich der Geraden k beliebig
annähert. Die Länge des Bogens WY, der auf k senkrecht steht, und umso mehr diejenige
der Strecke WY strebt in der Folge gegen 0. Das bedeutet gemäss Dreiecksungleichung
(s. Fig. 3)

(5) lim(w +y) lim 2y 2 lim y
X_»oo ^ X~>oo ^ X->°°

Weiter nähert sich mit unbeschränkt wachsendem x der Punkt C+ dem Punkte C an,

was impliziert, dass die Länge a+ gegen a und die Länge b+ gegen b strebt. Da b =jt 0

ist, ergibt das

a+ a
(6) lim — -
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Fig. 4

Setzen wir schliesslich (5), (6) in (4) ein, so erhalten wir

(7) hm y - ln r
d.h. die Gleichung, welche die Lösung unseres Problems enthält. Es gilt also: Der
gesuchte Grenzwert ist endlich und positiv und hat bei Zugrundelegung der nichteuklidischen

Standardlängeneinheit den Wert

2 b
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