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Fraktale Geometrie

Christian Blatter
ETH Ziirich

Christian Blatter, geboren 1935, studierte in Basel und promovierte 1960 bei Heinz
Huber iiber ”Extremallédngen auf geschlossenen Flichen”. Nach zwei Jahren als Vi-
siting Assistant Professor in Stanford trat er 1964 in den Dienst der ETH Ziirich
und ist dort seit 1979 ordentlicher Professor fiir Mathematik. Neben verschiedenen
Arbeiten im Kreuzungsgebiet von Funktionentheorie und Differentialgeometrie hat
er ein Lehrbuch der Analysis fiir Mathematiker und Physiker verfasst, das 1991/92
in vollstindig neu bearbeiteter vierter Auflage erscheint.

Wohl kaum je zuvor haben mathematische’ Objekte die Einbildungskraft des allge-
meinen Publikums in derart intensiver Weise beschiftigt wie in den letzten Jahren
Fraktale und Chaos. Die farbigen Bilder, die B.B. Mandelbrot und H.-O. Peitgen in
ihren Biichern und Ausstellungen zeigten, vermochten die visuellen Sinne in einem
Masse anzusprechen, wie es sonst nur Kunstwerke tun konnen. Viele, die sich an
diesen Bildern erfreuten, hatten die Mathematik, wohl nicht zuletzt auf Grund ihrer
eigenen (Schul-)Erfahrungen, als etwas Trockenes und Verstaubtes in Erinnerung, und
waren jetzt fiber die Attraktivitiit dieser aus der Mathematik entstandenen Bilder er-
staunt. Mathematisch Tétige liessen sich von der dsthetischen Kraft der Bilder weniger
 {iberraschen: Sie haben immer schon von der inneren Asthetik ihres Faches gewusst.
Nicht selten machen sie ja diese sogar zum Leitfaden ihrer Beschéftigung, etwa dann,
wenn sie von einem besonders schinen mathematischen Satz sprechen und dafiir ei-
nen besonders eleganten Beweis erbringen. Vielleicht wird diese innere Schonheit der
Mathematik, die wohl nur den damit Beschiftigten unmittelbar zugiinglich ist, in den
Bildern von Fraktalen und von Chaos fiir einmal auch wirklich fiir das Auge sichtbar.
- Nun ist zweifellos das Betrachten und Geniessen von Bildemn nicht dem Verstehen
, glmhzusetmn letzteres ist auch in diesem Gebiet Ziel der mathematischen Betiiti-
gung. In seinem Artikel Fraktale Geometrie geht Christian Blatter besonders auf den
Begriff der fraktalen Dimension ein. Wie die Definition érwarten lisst, braucht diese
Dimension im allgemeinen nicht ganzzahlig zu sein: es ist eine dem geometrischen
Gebilde zugeordnete reelle Masszahl. Der Beitrag diskutiert diesen Begriff eingehend
und illustriert die Uberlegungen an vielen Beispielen.
~ B&im Tm: handelt es sich um eine iiberarbeitete Passung eines Vortrages, welcher im
Wintersemester 1989/90 im Smm ﬁir Mathematik und Unterricht der ETH Ziirich
: gefmit@n W usf o
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Die Figuren, die wir in der Geometrie gewohnlich betrachtet haben, lassen sich mit Hilfe
von geraden oder krummen, aber jedenfalls glatten Kurven oder Flichen beschreiben.
Fraktale hingegen sind Mengen in der Ebene oder im Raum, die in eigentiimlicher Weise
“ausgefranst” sind. “Fraktal” ist kein kanonisierter mathematischer Begriff, sondern ein
Syndrom, das mit einem oder mehreren der folgenden Symptome verkniipft ist:

e Ausfransung,

e “zufillige” Formen und Grenzen,

e scheinbar hoher Informationsgehalt bzw. grole Komplexitit,
e interessante Gestaltmerkmale in allen MaBstidben,

e Selbstdhnlichkeit,

¢ Hausdorff-Dimension nicht ganzzahlig,

Die fraktale Betrachtungsweise ist in erster Linie eine neuartige mathematische Beschrei-
bungsmethode fiir gewisse Phinomene und Objekte, die gerade wegen der angefiihrten
Symptome fiir mathematisch unbeschreibbar gehalten wurden. Es ist aber keine Rede da-
von, daB es sich bei der “fraktalen Geometrie” um eine neue Geometrie handelt, die die
alte ablost. Man hat nur begonnen, eine neue Art von Figuren zu zeichnen, zu vermessen
und in der Natur aufzusuchen. Was das “Vermessen” anbetrifft, so haben die Fraktale we-
der eine interessante Linge noch Breite; ihr wesentliches Charakteristikum ist vielmehr
die in den kleinsten Teilbereichen manifeste “Zusammenhangsdichte”. Diese fraktale Di-
mension — es gibt verschiedene Varianten davon — kann eine gebrochene Zahl sein,
was dem ganzen seinen Namen gegeben hat. Im Gegensatz dazu ist die topologische Di-
mension eines Raumes X immer ganzzahlig. Es war vielleicht ungliicklich, die fraktale
Dimension iiberhaupt eine Dimension zu nennen. Diese gebrochenen Dimensionszahlen
haben etwas Mystisches; dabei handelt es sich einfach um bestimmte MaBzahlen, die
genauso wenig ganzzahlig sein miissen wie eine Linge oder das Achsenverhiltnis einer
Ellipse. Folgendes ist allerdings immer richtig:

dim 1gp(X) < dim gae(X) .

Fraktale gibt es als mathematische Objekte; sie kommen aber auch in der Natur vor: die
Kiistenlinie von England, Wolkenformen, Schneekristalle, Brownsche Pfade, die mensch-
liche Lunge. Ins offentliche BewuBtsein geriickt wurden sie durch Benoit Mandelbrot,
der mit seinem Werk Die fraktale Geometrie der Natur (Birkhduser 1988; erste eng-
lische Auflage: Fractals, 1977) einen eigentlichen fraktalen Boom ausgeldst hat: Im
Augenblick sind die Fraktale ein beliebter Forschungsgegenstand quer durch die exakten
Wissenschaften. Dabei interessieren die folgenden Fragen:

(a) Fraktale in der Natur

¢ empirische Bestimmung der Hausdorff-Dimension,
o Erkldrung der fraktalen Struktur aus dem Entstehungsmechanismus,

e Modellierung des Wachstums- und Verzweigungsprozesses (“generative Gramma-
tik”, “L-Systeme”);
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(b) mathematische Fraktale

¢ Dimensionsbestimmung aus den definierenden Daten,

e wahrscheinlichkeitstheoretische Analyse des Entstehungsprozesses,

¢ einfache Modelle fiir natiirliche Fraktale; ihre Herstellung auf dem Computer,

¢ Erarbeitung von prizisen Begriffen zur Beschreibung der vorgefundenen Phénome-
ne.

Das ilteste erdachte Fraktal ist die beriihmte Cantor-Menge (1883). Sie wird im allge-
meinen folgendermaBen erklart: Aus dem Intervall Cy := [0, 1] wird das offene mittlere
Drittel entfernt, aus den beiden iibrigbleibenden Teilintervallen je wieder das offene mitt-
lere Drittel, undsoweiter ad infinitum. Was am Schluf} iibrigbleibt, ist die Cantor-Menge
C. Diese Menge spielt seit altersher eine wichtige Rolle als Modellraum in der allgemei-
nen Topologie; sie besteht aus allen Zahlen ¢ € [0, 1], die eine triadische Entwicklung
der Form

t= Zg:? alle ¢ € {0,2} (d.h. ¢ #1)
k=1

besitzen, und ist iiberabzidhlbar.

Co

Ci

Cy < -- -- --

Fig. 1

Nun kann man aber zu der Cantor-Menge noch auf eine ganz andere Weise gelangen,
und damit kommen wir einem verbreiteten Herstellungsprinzip fiir Fraktale auf die Spur:
Betrachte die beiden Abbildungen

t t-1

wy: te =, wy: tH14+——),
! 3 2 3
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die die reelle Achse von 0 bzw. von 1 aus mit dem Faktor % strecken. Wird die Aus-
gangsmenge Cy sowohl der einen wie der andern Abbildung unterworfen und werden die
beiden Bildmengen vereinigt, so erhélt man die aus zwei Intervallen bestehende Menge
C;. Wird C,; seinerseits denselben zwei Abbildungen unterworfen, so erhilt man durch
Vereinigung der beiden Bilder die aus vier Intervallen bestehende Menge C,, undso-
weiter. Man erkennt (Figur 1), daB8 im Limes gerade die Cantor-Menge C entsteht. In
gleicher Weise 1Bt sich mit zwei Ahnlichkeiten in der Ebene die Kochsche Schnee-
flockenkurve produzieren (Figur 2). Die Figur 3 zeigt ein Beispiel mit fiinf Abbildungen,
mit dem wir uns spéter noch genauer befassen werden.

A
> A G
af N 5
PN PGS

i

Es wird hochste Zeit zu abstrahieren. Wir haben einen Grundraum X mit geometrischen
Punkten, zum Beispiel die euklidische Ebene. X ist ein vollstdndiger metrischer Raum.
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Eine Figur ist eine nichtleere kompakte Teilmenge A C X. Weiter ist eine Kollektion
von Abbildungen
wi: XX (1Li<r)

gegeben, das konnen zum Beispiel Ahnlichkeiten oder affine Abbildungen sein. Ent-
scheidend ist, daB die w; kontrahieren: Es gibt Zahlen s; = 0 mit
lwi(x) —wiI <silx -yl  Vx,ye X; (1)

dabei ist max; s; =: s < 1. Ist A eine Figur, so ist jede einzelne Bildmenge w;(A) eine
zu A dhnliche oder affin-dhnliche Figur, je nach den besonderen Eigenschaften der w;,
und besitzt jedenfalls einen kleineren Durchmesser als A.

Der in den Beispielen erlduterte iterative ProzeB lduft auf das folgende hinaus: Beginnend
mit einer Ausgangsfigur Ay wird wiederholt die Operation

r
T: ApTWA) :=|Jw®)

i=1

angewandt: A, := T (Ag), A; :=T(A,), allgemein:
Ani1 =T (Ap) . ()

Man erhilt so eine Folge von Figuren, die hoffentlich gegen eine Grenzfigur K konver-
giert.
Um von einer “Grenzfigur” sprechen zu konnen, benétigen wir einen Konvergenzbegriff

auf der Menge ¥ der Figuren. Hier kommt uns die sogenannte Hausdorff-Metrik zu
Hilfe: Der Hausdorff-Abstand p(A,B) von zwei Figuren A, B € X ist definiert durch

p(A,B) :=min{e20|AC B, A B CA};

dabei bezeichnet B, die “e-Umgebung” von B; gemeint ist die Menge aller Punkte
x € X, die hochstens € von einem Punkt von B entfernt sind (Figur 4). Diese Definition
scheint verniinftig, trifft unsere Intuition aber nicht immer. So haben zum Beispiel die
endliche Menge A und die Kreisscheibe B der Figur 5 einen kleinen Abstand.
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Die Hausdorff-Metrik p macht X zu einem vollstindigen metrischen Raum. Betrachten
wir nun ein w;, so ergibt sich aus (1) verhéltnismaBig leicht, daB w; auch die Abstinde
ganzer Figuren hochstens mit s; multipliziert:

p(wi(A), w;(B)) <s; p(A,B),
und in der Folge gilt
p(T(A), T(B)) <sp(A,B) VABe¥%
(Figur 6). In anderen Worten: Die Transformation
,
T: A-H, ApTA):=Jw)

i=1

des Figurenraums ist kontrahierend. In dieser Situation konnen wir den allgemeinen
Fixpunktsatz anwenden. Er besagt:

p(A, B) /\
N\ Wi
4 D O
) Wy
w3

Wy

Fig. 6

(I) Es gibt genau eine Figur K € K mit T(K) =K.
(II) Bildet man fiir ein beliebiges Ag € X nach der Iterationsvorschrift (2) die Folge
(An )n?{), SO gilt limn._)og An = K il'l 3{.

Unser KonstruktionsprozeB konvergiert somit jedenfalls gegen ein gewisses K € X.
Dieses K ist der Attraktor der Transformation T : K — ¥ und stellt sich in vielen
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Fillen als ein Fraktal heraus. Hierzu ist es natiirlich notwendig, die w; geeignet zu

wahlen.

In einem bekannten Beispiel von Barnsley sind vier affine Abbildungen

1

w; .

R? -» R?,

H

a;
Ci

11

mit den folgenden Daten gegeben (die letzte Kolonne wird spéter erklirt):

3

-~

b;

a i di éi fi pi
1 0.85 0.04 -0.04 0.85 0 1.60 0.85
2 0.20 -0.26 0.23 0.22 0 1.60 0.07
3 -0.15 0.28 0.26 0.24 0 0.44 0.07
4 0 0 0 0.16 0 0 0.01

Eine derartige Tabelle codiert die (unter Umstinden sehr komplexe) Limesmenge K
durch einige wenige Zahlen und wird nach Barnsley als IFS-Code fiir K bezeichnet (IFS
fiir iterated function system). Figur 7 zeigt den Film der ersten zwolf Entwicklungsstufen,
ausgehend von einem willkiirlich gewdhlten Quadrat Ay.

4
- w
. »
| ' R
. * ¢’ * »
u .l '
& A
Y b L4 vt *
St Y +
. . s ’
'S . .
hd * BTN
L 2 v * ).{tt L
Py et
e,
f 1

‘o8

,
&5

.
.

o

')
-
S .
¢l
4
o

Fig. 7

Die Implementation eines IFS auf dem Computer ist an sich nicht sehr aufwendig. Zur
Konstruktion von A, aus A, muss aber jedes einzelne Pixel von X abgefragt werden,
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was unter Umstinden zeitraubend ist. Wir wiinschen uns daher ein Verfahren, das von
Anfang an nur Punkte von K generiert. Die folgende Idee ist ziemlich naheliegend:

Erginze das gegebene IFS durch passend gewihlte Wahrscheinlichkeiten

,
pi>0 (A<i<r), > p=1,
i=1

zu einem IFS mit Wahrscheinlichkeiten:

(X; wl,---:wr; pl,---,Pr) .

Sind die w; zum Beispiel affine Abbildungen (3), so wird man die p; proportional zu den
GroBen |a;d; —b;c;|+0.01 wihlen. Fiir einen beliebigen Anfangspunkt xq € X wird nun
rekursiv eine Folge (x,),>0 konstruiert (und gezeichnet), wobei jeder Rekursionsschritt
aus zwei Instruktionen besteht:

(1) Wihle zufillig ein i € [1. . r] gemidB den gegebenen Wahrscheinlichkeiten.
(2) Setze x,,41 = w;(xXy).

Uber die so entstehende Zufallsfolge (xy)n>0
146t sich der folgende Satz 1 beweisen. Dabei
bezeichnen wir mit d(y, K) = minyex [y — x|
den Abstand des Punktes y von der Menge K
und mit diam (A) :=sup{|x-y| | x,y € A}
den Durchmesser einer Menge A.

Satz 1.
(a) Es gilt d(x,,K) < 5™ d(xp,K).

(b) Jeder Punkt £ € K ist mit Wahrscheinlich-
keit 1 ein Hdufungspunkt der Folge (X, )n>0-

In Figur 8 haben wir den Farnzweig von
Barnsley mit Hilfe dieses Verfahrens gezeich-
net; mit Riicksicht auf (a) wurden die ersten
100 Punkte unterdriickt.

Wir geben noch die Beweisidee fiir (b), siehe
die Figur 9: Es sei d(x9,K) = 6. Setze Ay =
K5 und betrachte neben der Folge (x,),>0 noch
die Figurenfolge (2). Dann gilt

xXp € Ap C Ag Vn20. 4)

Zu vorgegebenem ¢ > 0 gibt es ein N mit

Fig. 8 sN diam (Ag) < € . (5



70 El. Math., 47, (1992)

Nun ist

e K=TNK)c TN(A) Uwi(Ao) ,

wobei wir zur Abkiirzung
Wiy O...0W;, OW; =: W

gesetzt haben. Es gibt daher ein Wort i* = (if,...,iy) mit £ € w;-(Ap). Hieraus folgt
wegen (4) und (5): Fiir alle n 2 0 gilt

lwi'(xn) - fl <e€.
Wenn also in der ausgewiirfelten Folge
11,12,13, 045+ 50, .
einmal das Wort i* erscheint, das heit: Wenn fiir ein gewisses n > 0 gilt
Insk = I (1£k<N),

dann ist |x,+n — €| < €. Die Wahrscheinlichkeit, da3 das nie passiert, ist 0.

Fig. 9

Soviel zur Herstellung von Fraktalen. Nun zur Hausdorff-Dimension. Zunichst benotigen
wir eine “g-dimensionale Volumenmessung”, g = 0 ein reeller Parameter. Das ist eine
Mengenfunktion

pg: H->Rx, A pg(A)
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(in Wirklichkeit ist p,(A) fiir viel allgemeinere Mengen A definiert) mit folgenden
Eigenschaften (siehe die Figur 10):

* tg(AUB) < pg(A) + pug(B).
e Sind die Mengen Ay (k € N) paarweise disjunkt, so gilt

Kq <UAk) = Zﬂq(Ak) -
k k

. ll'q(A"'C) = /Lq(A) ) /Lq(AS) = Illq(A)-
o g(AA) =N g (A).

A+c

7~

/
/ -
”~
f—1-
/ 7 A
”~
Kﬁ/

Fig. 10

Von diesen Eigenschaften ist die letzte die in dem vorliegenden Zusammenhang ent-
scheidende: Sie driickt aus, daB sich ty bei linearer Streckung so verhilt, wie man das
von einem g-dimensionalen Volumen erwartet. Wenn alles seine Richtigkeit hat, sollte
folgendes gelten (Figur 11):

po({a,b,c}) =3, pi({a,b,c}) =0,
fo(y) = oo, p1(y) = Lénge (), p15() =0,
p1(S) =00, p17(8) =0, p2(S) = Flicheninhalt (S) p24(8)=0.

Fiir eine derartige Volumenmessung hat Hausdorff 1919 den folgenden Ansatz vorge-
schlagen: Uberdecke die zu messende Menge A mit kleinen Kugeln By vom Durchmes-
ser |Bx| < . Die GroBe |Bi|? kann als g-dimensionales “Rohvolumen” von By betrachtet
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o
LIS
2

Flache S
oC

Kurve 7y

Fig. 11

werden (auf einen konstanten Faktor kommt es im weiteren nicht an). Addiert man
die Rohvolumina der zu derartigen Uberdeckungen von A verwendeten By, so gelangt
man nach zwei Grenziibergidngen (Infimum iiber alle Gberdeckungen und 6 — 0) zum
q-dimensionalen Hausdorff-Maf}

g (4) = lim inf{;wqu | AchJBk, Bil <6}

Das ist an sich ganz verniinftig, in Wirklichkeit aber sehr subtil. Es kostet ein schones
Stiick “MaBarbeit”, zu beweisen, daB dieses y, die gewiinschten Eigenschaften besitzt.

Um nun zur Hausdorff-Dimension zu kommen, miissen wir mit dem Parameter g spie-
len. Wir betrachten eine feste Figur A € J{ und tragen p,(A) als Funktion von g auf
(Figur 12). Dabei zeigt sich folgendes (vgl. auch die obigen Beispiele): Es gibt eine
Sprungstelle g«, wo p;(A) vom Wert o auf 0 hinunter fillt. Dieses g+ =: dimy (A) ist
definitionsgemiss die Hausdorff-Dimension von A. In vielen Fillen hat p,,(A) einen
von O und oo verschiedenen Wert, der dann als geometrisch sinnvoller “Inhalt” von A
angesehen werden kann.

g (A)
&

oo |
|
+ (ev.) geometrisch sinnvoller
| g»-dimensionaler Inhalt von A
|

0 , aadl|
g+

Fig. 12

Damit stellt sich das Problem, fiir eine konkret gegebene Menge K € X die Hausdorff-
Dimension tatsdchlich zu berechnen. Gliicklicherweise ist das in vielen Fillen for-
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melmiBig leicht zu bewerkstelligen. Wir erldutern die Grundidee zunéchst an der Cantor-
Menge C. Es ist

2
C=T(C)=|Jwi(C);
i=1

dabei sind die Mengen w; (C) disjunkt, und die w; sind Streckungen mit dem Streckungs-
faktor 1. Damit gilt fiir beliebiges g > 0:

1\4
Be(©) = 1 (3C) + 1 (3C) =2 (5) m©) -

Diese Gleichung 148t nur dann einen Wert y,(C) # 0, # e zu, wenn

1\ log2
2. (—) =1 dh -
3 1= 1og3

ist. Dies bringt uns auf die Vermutung

log2
log3’

dimy (C) =
und das ist auch der richtige Wert. Die eben angestellten Uberlegungen liefern auch in

allgemeineren Fillen den richtigen Dimensionswert. Es gilt der folgende Satz:

Satz 2. (Hutchinson 1981)

Es sei (X;wy,...,w,) ein IFS, und zwar seien die w; Ahnlichkeiten mit Stregkungsfakto-
ren s; < 1, die gemeinsam noch die folgende Bedingung betreffend “Nicht-Uberlappen”
erfiillen: Es gibt eine offene Menge Q mit T () C Q und

w(@Nw@=0 (%))
Es sei K der Attraktor dieses IFS, und die Zahl D sei so bestimmt, daf3
sP+sP+.. +sP =1 (6)

ist. Dann gilt
dimy(K)=D .

Die Gleichung (6) lidsst sich heuristisch folgendermaBen begriinden: Es ist
r
K =TK)=Jwi(K);
i=1

dabei sind die einzelnen Bilder w;(K) wegen K C Q fiir alle praktischen Zwecke dis-
junkt. In anderen Worten: Die Menge K ist Vereinigung von r nicht iiberlappenden
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verkleinerten Kopien von sich selbst. (Mengen mit dieser Eigenschaft werden selbstdhn-
lich genannt.) Folglich gilt fiir jedes g = 0:

peK) = D" g (i) = ! g ®) = (D7) KO,
i=1 i=1 1

je
und dies ist nur dann mit p,(K) # 0, # oo erfiillbar, wenn si’ +...+5s] =1 ist.

Zum Schluf3 behandeln wir noch eine Methode, die fraktale Dimension (auch von Frakta-
len in der Natur) experimentell zu bestimmen: das sogenannte Box-Counting. Wir teilen
den Grundraum X = R™ in Wiirfel W; der Seitenlinge h ein. Es sei

Ni(A) = #{j |W; N A # 0}

die Anzahl der Wiirfel, die die betrachtete Menge A € X treffen. Das Wachstums-
verhalten von Nj(A) fiir h — 0 gibt Auskunft iiber die Dimensionalitit von A. Man
nennt

dimp(A) = lim 28 NAA)

h—0 log(1/h) 7

die Box-Counting-Dimension von A. Es ist immer dimy (A) < dimp(A), und in der von
Hutchinson betrachteten Situation gilt sogar das Gleichheitszeichen. Die Formel (7) 148t
sich wie folgt begriinden: Grosso modo gilt fiir alle h < 1:

1
"C‘Mq(A) <Ny -h? <Cpy(4),

denn die Wiirfel W;, die A schneiden, bilden zusammen eine Uberdeckung von A. Ist
pq(A) #0, oo, so gibt es folglich eine Konstante C’ mit

—C’<logN,+glogh <C’ (h->0),

und das ist nur moglich, wenn g den angegeben Wert hat.

Mit Hilfe einer kleinen Grenzwertiiberlegung 148t sich aus (7) die folgende Faustregel
gewinnen: Es ist N

‘ . log(Nh / 2h)

dimo(4) = }lzlg(l) log?2

falls der angeschriebene Grenzwert existiert. Wir betrachten zum Schlufl nocheinmal das
in Figur 3 gezeigte IFS mit fiinf Ahnlichkeiten. Die in Figur 13 angegebenen Streckungs-
faktoren sind so gewihlt, daB die fiinf Bilder w; (€2) des groBen Kreises {2 nebeneinander
in Q Platz haben. Die Bedingung betreffend “Nicht-Uberlappen” ist damit erfiillt. Die
nach Hutchinson berechnete Hausdorff-Dimension des Attraktors hat in diesem Fall den
Wert D = 1.683. Wir haben nun den Zufalls-Algorithmus fiir verschiedene Werte von
h jeweils solange laufen lassen, bis 10 000mal hintereinander kein neues (h X h)-Pixel
geschwiirzt wurde. Es ergab sich das folgende Resultat:
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h # Iterationen N, log(Ny /Nay) / log2

1/2 44481 465

1/4 156430 1489 1.679

1/8 200330 4756 1.675
1/16 500335 15171 1.673
1/32 1959049 48904 1.689

089
-

Fig. 13 L
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