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Sur la nature de la realite mathematique

A. Connes,

College de France, Paris

Alain Connes wurde 1947 in Darguignan (Frankreich) geboren. 1973 erhielt er ein
Doctorat d'Etat an der Universite Paris VI. Nach Tätigkeiten an verschiedenen
Universitäten und Forschungsinstituten, darunter am Institute for Advanced Study in
Princeton wurde er 1979 Professor am renommierten Institut des Hautes Etudes
Scientifiques in Bures-sur-Yvette und etwas später auch am College de France. Die
mathematischen Interessen von Alain Connes sind weitgespannt; im Laufe seiner

Forschungstätigkeit hat er sich mit sehr vielen verschiedenenen Gebieten beschäftigt,
die sich von der Analysis über die mathematische Physik und die Geometrie bis
hin zur Algebra erstrecken. Für sein wissenschaftliches Werk hat er eine grosse
Anzahl von Auszeichnungen erhalten. Die darunter bedeutendsten sind wohl die
Fields-Medaille, die Connes am Internationalen Mathematiker Kongress in Warschau

(1982/83) erhalten hat, und seine Ernennung zum Mitglied der Academie des

Sciences in Paris.

Les mathematiques posent, des que l'on essaye d'en parier, un probleme specifique
qui a trait ä la nature de la realite mathematique. II est simple pour un physicien des

particules, un chimiste, un geologue ou un astronome de poser au depart quel est l'objet
de son travail, il s'agit ä diverses echelles d'etudier la strueture et l'organisation de

la matiere. L'existence d'un monde materiel exterieur est un a priori simple dont la
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remise en cause n'intervient qu'avec le probleme de la mesure en mecanique quantique.
La distinction entre invention et decouverte est egalement claire, on invente des outils
nouveaux d'exploration tel que le microscope ä effet tunnel, on decouvre des structures
teile que celle en double helice de l'ADN. II ne viendrait ä personne, l'idee que Watson
et Crick ont invente cette strueture et que celle-ci a commence son existence comme un
etat physique des neurones de leur cerveau.

II en va autrement pour les mathematiques et l'evidence des considerations que je viens
de faire cede la place ä une interrogation philosophique legitime devant la difficulte qu'il
y a, pour un mathematicien, ä speeifier devant un materialiste pur et dur la nature de
la realite mathematique et du travail de mathematicien. J'en ai fait l'experience dans un
long dialogue avec J.P. Changeux.

On classifie intuitivement les mathematiciens interroges sur la nature de leur sujet en
deux groupes:

A)Les "Platoniciens" qui se considerent comme les explorateurs d'un"monde
mathematique" dont l'existence ne fait pour eux aucun doute et dont ils decouvrent la
strueture.

B) Les "Formalistes" qui se retranchent derriere une attitude seeptique, les mathematiques

n'etant pour eux qu'une suite de deduetions logiques dans un Systeme formel,
et en quelque sorte un langage purifie.

Pour une large part de la communaute scientifique dont vous faites sans doute partie,

les mathematiques sont avant tout rencontrees et utilisees comme un langage. Le
chimiste ou le biologiste par exemple, sont amenes dans certains cas ä utiliser le
langage mathematique pour mieux speeifier et exprimer leur pensee. Dans des problemes
de modeiisation les mathematiques, en permettant de comprimer 1'Information, ne jouent
guerre que le role d'un langage. Une formule mathematique reduit simplement la com-
plexite d'une Information. Pour prendre un exemple, si l'on devait transmettre ä une autre

plannte les temps des levers et de couchers du soleil ä Zürich depuis 10 ans, une simple
formule mathdmatique y suffirait, alors que 1'information contenue dans les resultats du

tirage du loto depuis dix ans est strictement incompressible. Cette utilisation du langage
mathdmatique, et mdme du cöte g£n6ratif et deduetif d'un langage, donne au scientifique
non mathematicien l'impression de comprendre le sens des mathematiques et de pouvoir
ainsi les reduire ä un langage. Ce point de vue est coherent avec celui des formalistes
qui a donc ä priori la Sympathie du scientifique non mathematicien.

En fait comme nous le verrons plus tard dans cet expose les travaux de K. Gödel en 1930

ont montre que le formalisme au sens strict conduit ä une impasse. Mon but aujour'hui
est avant tout de prendre modestement ce probldme philosophique pour pretexte pour
une visite guidee, au dela du reel tangible, ä travers "Funivers mathematique", puis
de discuter les implications des resultats de Gödel sur le debat entre platoniciens et
formalistes.
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Realite mathematique brüte
II y a pour le mathematicien deux sources vigoureuses d'experimentation et d'information
directes, qui sont d'une part, l'espace physique, source de la geometrie, d'autre part les
entiers naturels, source de la theorie des nombres. Un nombre entier est premier, tel
2213, s'il n'a pas d'autre diviseur que 1 et lui-meme. Une experimentation simple avec
les nombres, disons de un ä cent ou de un ä mille, montre que la liste des nombres

premiers semble continuer indefiniment. Une exploration plus poussee ä l'aide d'un
ordinateur n'infirme pas cette impression mais ne peut en rien la prouver. Le travail du
mathematicien consiste ä remplacer cette constatation experimentale par une preuve. Pour
les nombres premiers, cela remonte ä Euclide. Que dit le resultat? Qu'ä toute personne qui
pretendra avoir trouve le plus grand de tous les nombres premiers, disons p 2132049-1,

il sera facile de retorquer "vous vous trompez" et d'expliquer une methode par laquelle
on trouvera un nombre premier plus grand. On se heurte donc bien ainsi ä une realite,
tout aussi contraignante que notre realite exterieure familiere; dit autrement, peu importe
le temps que nous laisserions ä quelqu'un pour trouver le plus grand nombre premier,
nous savons l'entreprise vouee ä l'echec. Ce faisant le mathematicien reussit ä devoiler
un aspect, ici 1'infinite des nombres premiers, d'une realite tout aussi mysterieuse et
ä priori incoherente que la realite qui nous entoure. S'il veut entrevoir comment cette
infinite de nombres pemiers est repartie parmi les entiers, 1'experimentation peut etre

largement aussi deroutante que dans le monde exterieur, par exemple, parmi les cent
entiers qui precedent dix millions, il y a neuf nombres premiers et il n'y en a que deux

parmi les cent suivants. Cette realite cependant a la meme "extraordinaire intelligibilite"
que la realite exterieure et, pour ne prendre qu'un exemple, la ceiebre conjeeture de

Riemann sur les zeros de la fonction t\ signifie qu'ä l'ordre de y/x logx, pres, on a la
formule suivante pour le nombre de nombres premiers plus petit que x:

Jo logw
7r(x) ~ / LiO)

(formule empiriquement obtenue par Legendre et Gauss). Cette conjeeture n'est toujours
pas demontree, mais l'on sait, gräce ä Hadamard et de la Valiee Poussin, que l'on a bien
equivalence ir(x) ~ ^~, puis gräce ä Landau et Vinogradov que Li(x) donne bien un
developpement asymptotique de n(x).
Pour vous donner un autre exemple de fait empirique simple que l'on ne sait toujours
ni demontrer, ni infirmer, 8 et 9 sont deux puissances et sont des entiers consecutifs,
on ne sait pas si ce sont les seuls. II s'agit lä en quelque sorte d'un fait experimental
brut qu'il s'agit d'eiucider. J'espere que ces exemples simples fönt ressentir ä ceux entre

vous qui ont une certaine familiarite avec les nombres entiers au delä de 10, l'existence
d'une realite mathematique primitive, brüte, non strueturee ä priori, qui a pour sujet
Tarithmetique. Que cette realite ne soit pas localisable dans l'espace temps n'a que
peu d'importance, eile n'en est pas moins explorable de plus en plus loin, ne serait ce

qu'experimentalement gräce ä l'ordinateur.

Pour ceux d'entre vous qui sont plus sensibles ä l'espace qu'aux entiers, voici un autre

exemple, qui montre bien comment les mathematiques permettent de lever la barriere

qui nous confine au reel tangible. Le sens de la vue, par son eiaboration, nous donne



22 El. Math., 47, (1992)

une perception directe, de nature intuitive, des proprietes de l'espace. Cela me permet de

vous communiquer directement par les figures suivantes la notion de polyedre regulier.
Ce sont les "cinq solides platoniciens".

Polyedres reguliers dans l'espace <euclidien ä trois dimensions

nombre nombre nombre nombre de faces

polyedre faces de sommets d'arretes de faces autour d 'un sommet

t6tra&dre triangle reguliere 4 6 4 3

octa&dre triangle reguliere 6 12 8 4

icosaedre triangle reguliere 12 30 20 5

hSxa&dre carr£ 8 12 6 3

dodecaedre pentagon regulier 20 30 12 3

Fig. 1 Les cinq solides platonicien

Le mathematicien commence par formuler, en les conceptualisant, ce qui apparait comme
des regularites dans chacun de ces polyedres. En fait, on sait depuis Piaton, caracteriser

ces polyedres par 1) leur convexite, 2) l'impossibilite de discerner entre deux sommets
et de discerner entre deux faces i.e. la symetrie.

Conceptualisation et formalisation, voyage au delä du reel tangible

Ainsi, ä la connaisssance inductive, experimentale, de chacun de ces polyedres reguliers,
s'oppose un enonce, de nature projective, qui caracterise les objets obtenus par les

proprietes simples de convexite et symetrie. Une fois conceptualisees, les regularites
ainsi observees deviennent independantes d'un contexte particulier, tel ici la dimension;
i.e. le nombre trois, de l'espace dans lequel on travaille. L'on peut donc transposer la
meme question dans un espace de dimension arbitraire. Dans l'espace geometrique de

dimension deux qu'est le plan, le nombre de polygones reguliers n'est pas limite et il
suffit de donner le nombre de leurs cotes. Dans l'espace de dimension quatre, il y a six

polyedres reguliers, dont les caracteristiques sont decrites dans les tableau que voici.

Polyedres reguliers dans l'espace euclidien ä quatre dimensions

polyedres ä trois dimensions

polyedre sorte nombre nombre de sommets

5-edre regulier t&rafcdre 5 5

8-&dre regulier cube 8 16

16-&dre regulier tetrafcdre 16 8

24-ddre regulier octaedre 24 24

120-&dre regulier dodecaedre 120 600

600-edre regulier t£trafcdre 600 120

Fig. 2 Les six polyedres reguliere en dimension quatre
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Enfin en dimension n arbitraire plus grande ou egale ä cinq, voici le resultat:

Polyedres reguliers dans 1 espace euclidien en n dimensions (n > 5)

poly&dre

polyedre ä (n - 1) dimensions

sorte nombre nombre de sommets

(n + l)-edre regulier

2n-edre regulier
2n -edre regulier

n-edre regulier n + 1

(2n - 2)-edre regulier 2n

n-edre regulier 2"

n + l
2n

In

Fig 3 Polyedres reguliers en dimension n, n > 5

II est difficile d'avoir par nos sens, une representation visuelle intuitive d'un polyedre
regulier dans l'espace de dimension quatre, et cela simplement car la vue est limitee ä

l'espace tridimensionel. On peut, bien sür, essayer de donner une image dynamique, i.e.

un film, en intersectant par exemple le polyedre avec une famille d'hyperplans, dependant
du parametre temps. Mais si l'on refiechit ä ce que cela nous donnerait meme pour un
cube que l'on coupe par des plans perpendiculaires ä la grande diagonale, l'on sent tres
bien que l'on reste bien loin de l'evidence visuelle et de la serie de connexions qui s'y
rattachent. Les mathematiques remplacent l'intuition visuelle par une demarche de con-
ceptualisation, qui en depouillant l'objet etudie de tous les caracteres parasites, permet
de comprendre, sans les voir, les configurations de dimension superieure. L'evidence
visuelle cede alors la place ä un travail beaueoup plus ardu et, par exemple, le com-
portement en grande dimension donne bien souvent des surprises. Savez - vous, par
exemple, que pour n assez grand un voisinage d'ordre e de l'equateur d'une sphere de

dimension n oecupe la majeure partie de la sphere.

Perception induetive et projective et l'acte createur
de la conceptualisation
Je n'aime pas, par ignorance, les termes philosophiques, et comme la distinetion que je
veux faire est de cette nature, je me contenterai de donner quelques exemples simples.
Si dans une liste d'un millier de noms je cherche ä en reconnaitre un, par exemple le

mien, il y a 2 manieres de proceder. L'une consiste ä les passer en revue un par un et
ä examiner en detail si c'est le bon, l'autre consiste ä eiiminer d'embiee ceux qui n'ont
pas la bonne premiere lettre, puis parmi ceux qui restent ä eiiminer ceux qui n'ont pas
la bonne deuxieme lettre et ainsi de suite. Le mathematicien que je suis reconnait lä, la
distinetion entre l'inductif et le projectif et j'emploierai donc ces mots. Dans le langage
courant on peut aussi egalement reconnaitre les deux manieres de proceder. Le debut
d'un roman peut etre soit de nature induetive "Paris, place du pantheon, 2 Mai 1981, 11

heures du matin" soit de nature projective "Allonge sur son lit, il ecoutait la radio". La
conceptualisation contenue dans un mot comme le mot chaise recouvre bien entendu un

decoupage projectif dont aucun exemple spedfique tel "cette chaise" n'epuise le contenu.
Le langage courant a ces deux aspects. II etiquette d'une part de maniere induetive par
des noms de rue etc. et de maniere archaique anthropocentriste les points de l'espace,
et d'autre part, il decoupe de maniere projective la realite exterieure, en extrayant des

concepts ä priori transposables et applicables ä d'autres situations.
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Je pense que l'acte createur en mathematiques se situe au niveau du langage et au
niveau du decoupage projectif et conceptuel de la realite mathematique. II faut pour cela
faire la distinetion entre une realite mathematique brüte etiquetee au depart de maniere
induetive avec une large part d'arbitraire, teile que les entiers dans le Systeme decimal,
et le Systeme formel de nature axiomatique deduetive que le cerveau humain met au

point pour percevoir et apprehender cette realite mathematique brüte. Un fait empirique
de l'arithmetique a bien peu de chance d'etre compris s'il ne se formule pas de maniere
naturelle et esthetique dans le langage du Systeme formel du mathematicien. Meme si
c'est le cas, et 9a l'est pour l'hypothese de Riemann, le probleme peut tres bien rester
en tant que tel trop difficile, mais le mathematicien possede t'il au moins la possibilite
de considerer un probleme analogue, (transplante comme dirait Oka) dans une Situation
voisine plus simple. La resolution du probleme analogue eclaire bien souvent le cas
initial.
C'est Galois (et Abel) qui a compris comment formuler de maniere conceptuelle le
probleme bien naturel de resoudre une equation algebrique de degre n par radicaux, i.e.

trouver un analogue de la formule donnant les deux racines d'une equation du deuxieme
degre. La notion qu'il a degagee est celle de groupe, ici le groupe d'indiscernabilite des

racines d'une equation. Je ne veux pas vous importuner en vous expliquant ce qu'est
un groupe, mais simplement vous donner par un dessin l'application du groupe S4 des

permutations de quatre lettres A9B,C,D sur le groupe S3 des permutations de trois
lettres a,/?,7, qui permet de ramener l'equation generale du quatrieme degre ä des

equations de degre inferieur ou egal ä trois.

A

B

D

C

Fig. 4 L'application du groupe S4 sur le groupe S3. Une permutation des quatre points A,B,C,D induit
une permutation des trois points a,ß,j, et toute permutation des points a,ß,j s'obtient de cette
manifcre.
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Apres pres de deux siecles d'efforts, les mathematiciens ont reussi ä classifier, c'est ä

dire ä obtenir la liste exhaustive, tous les groupes finis simples, c'est ä dire des groupes
finis qui (contrairement au groupes S4) ne peuvent se diviser en groupes plus petits.

Avant que cette Classification ne soit possible, un probleme plus simple, et ä nouveau
transplante du probleme ci dessus, avait ete resolu, par E. Cartan, S. Lie, ä savoir celui
de la Classification des groupes Continus de transformations, ceux de la geometrie. II faut
bien voir que malgre les apparences, ces groupes Continus sont plus faciles ä traiter que
les groupes finis, car on dispose pour eux d'un outil tres puissant, le calcul infinitesimal.
La liste suivante est la liste exhaustive des groupes finis dits sporadiques, qui echappent
ä la liste des groupes simples obtenus par transplantation des resultats sur les groupes
Continus. La liste est close, peu importe l'imagination ou l'esprit inventif, il s'agit bien
d'un coin du voile qui est souleve et nous fait decouvrir la realite mathematique dans

toute sa splendeur. Ce qui caracterise cette Situation c'est la determination de maniere

univoque d'une realite induetive par une caracterisation projective. Ainsi pour prendre un
exemple quelque peu sophistique, le monstre est le groupe sporadique dont la cardinalite
est la plus grande. Je ne connais pas d'enonce analogue dans le langage courant, ainsi
vivons - nous dans la troisieme planete d'un Systeme planetaire autour d'une etoile situee

sur Tun des bras d'une galaxie en spirale, mais cela ne singularise probablement pas
notre terre. II me semble donc ainsi que le sentiment de cerner completement un element
de realite exterieure n'appartient pour l'instant qu'aux seules mathematiques.

En conclusion je vais essayer de montrer en quel sens les travaux de K. Gödel permettent
de distinguer la realite mathemathique primitive du Systeme de pereeption que le cerveau
humain eiabore pour la comprendre et l'explorer. Le point de vue des formalistes est que
les mathematiques sont uniquement des constructions hypothetico-deduetives, eiaborees

par l'homme, et dont le trait essentiel est d'etre exemptes de contradictions. Ce point de

vue a ete formalise par le mathematicien David Hilbert dans le but de definir clairement
et sans ambiguite ce qu'est une demonstration mathematique. Hilbert a ainsi introduit la
notion de Systeme formel. Un tel Systeme est donne par un aiphabet fini, une grammaire
qui speeifie ce qu'est un enonce coherent, d'un nombre fini de propositions supposees

vraies, ou axiomes, et de regles d'inference logique qui permettent de proceder ä des

deduetions. L'espoir entretenu par les mathematiciens pendant une assez longue periode,
etait ainsi de reduire les mathematiques ä un tel langage formel. Si ce reve avait abouti,
le point de vue exprime par les formalistes serait parfaitement justifie et il serait en effet
tentant de reduire les mathematiques ä un langage. Les travaux de Gödel aux environs
de 1930 ont donne une reponse negative et definitive ä ces espoirs de formalisation. En
general on parle d'indecidabilite, mais l'enonce le plus fort et le plus troublant pour les

formalistes est bien le suivant, que j'enonce sans entrer dans les details techniques:

Pour tout Systeme deduetif formel S non contradictoire, il existe un enonce vrai portant
sur les proprietes des entiers naturels, et qui est indemontrable dans S.

Ainsi un Systeme deduetif formel, i.e. l'outil projectif que nous mettons au point gräce ä

notre cerveau pour percevoir la realite mathematique, ne peut epuiser meme les proprietes
des entiers naturels. Ainsi l'information contenue dans la realite primitive, brüte, des

entiers naturels n'est pas de type fini et echappera ä toute tentative de la reduire aux
deduetions d'un langage formel. Ce resultat montre tres clairement la distinetion entre
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cette realite mathematique primitive et le Systeme deduetif que l'homme eiabore pour
1'analyser et la comprendre. II est clair que ce Systeme est une eiaboration de notre
cerveau, et qu'il a une evolution presque biologique par selection et integration au"corpus
culturel" des mathematiques engrangees dans les bibliotheques. Mais si on l'oppose ä

la realite mathematique primitive qu'il a pour objet, on y gagne sur le plan conceptuel,
en enlevant le cöte negatif du theoreme de Gödel, et meme sur la comprehension de

la pratique du mathematicien. II est d'ailleurs ä ce propos amüsant de constater qu'il
n'est meme plus necessaire d'etre mathematicien pour percevoir, grace aux pouvoirs
exploratoires des ordinateurs, l'existence du monde de 1'arithmetique ou de l'iteration.
Vouloir reduire ce monde ä des etats physiques du cerveau, c'est un peu vouloir reduire
la litterature ä des reactions entre molecules d'encre et de papier. Les mathematiciens ont
en general un sens aigu de la distinetion qui existe entre 1) mettre au point des outils 2)
soulever un coin du voile qui recouvre la realite mathematique primitive. Ainsi un outil
nouveau n'aequiert t'il vraiment droit ä autre chose qu'ä une bienveillante mefiance,

que qand il a ete essentiel dans ce que les Anglo-Saxons appellent fort justement un
"breakthrough", un passage en force ä travers le voile qui nous aveugle. Je finirai en
citant Paul Vaiery, selon lequel on ne leve ce voile qui masque la realite mathematique
qu'avec un meiange rare de concentration et de desir.

Alain Connes,

College de France,
11 Place Marcellin Berthelot,
F-75005 Paris, Cedex 05
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