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elements. Taking now into account that t(x):=\A(x)|/|Z(G)|, it results that \Z(G)\ s(x).
But this contradicts the hypothesis and we are done.

Corollary. Let G be a finite group with 1<Z(G)<G and $(G) 1. Let

c: max {| CG(x) |/x e G\Z(G)} and b(G): max {x(l)/x e Irr (G)}.

Then b(G) >
c-\Z(G)\J

\A(x)\<\G\ 2
Since > *' for every x_Irr(G), the result fol-

Proof: As a direct consequence of the Theorem, we obtain that c|_4(x)l > \Z(G)\ \G\ for
every nonlinear xelrr(G). On the other hand, it's a simple exercise to prove that

X(D2-1 -• (-(G))2-l^xW2-l
Z(l)2

binCe
(b{G)f ' „(1)'

lows by combining these inequalities.
We have already seen that if xelrr(G) is nonlinear, then |Z(G)| | \A(x)\. This result may
be refined in certain very special cases. For example, suppose that G is a finite group and
X e Irr (G) is faithful such that / (1) 2 and x (9) e Q for every g e G. It is a matter of simple
calculations to show that \A(x)\ 3 \Z(G)\. If, moreover, Z(G) 1, then \A(x)\ 3 and G

has a maximal subgroup of index 3 (the centralizer of an element of A(x)).
Marian Deaconescu, Department of Mathematics,

University of Timisoara, Romania
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Aufgaben

Aufgabe 1009. n Zahlen xl9..., xn mit xt e {0,1,..., k) (k > 2) werden einmal linear, ein
andermal kreisförmig so angeordnet, dass die Summe zweier Nachbarglieder stets von
k+l verschieden ist. Für beide Fälle bestimme man die Anzahl der zulässigen
Anordnungen.

J. Binz, Bolligen

Lösung des Aufgabenstellers (Bearbeitung der Redaktion).

sn bzw. tn bezeichnen die Anzahlen der zulässigen linearen bzw. kreisförmigen Anordnungen.

a) Es gilt sn an + bn, wobei an die Anzahl der auf 0 endenden, bn diejenige der übrigen
zulässigen linearen Anordnungen bedeuten. Dann ist

an+x=an + bn, bn+x kan + (k-l)bn, a2 /c + l, b2 k2,
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woraus man für sn die Rekursion

sn+i=ksn + sn_x (1)

und die Anfangswerte s2 k2 + k + 1, s3 k3 + k2 + 2 k + 1 erhält. Ergänzt man - mit
(1) verträglich - durch

s0 l,sx k +1 (2)

und führt zur Lösung von (1), (2) die formale Potenzreihe s _£ sm xm ein, so erhält man
in geläufiger Weise m-°

s (1 + x)(l -x(k + x))"1 (1 + x) £ xm(k + x)m.
m>0

s„ ist darin der Koeffizient von x", somit ergibt sich

'-Mvwr)4"*-'}-
b) Von den sn zulässigen linearen Anordnungen beginnen hn mit 1 und enden auf k,
ebensoviele beginnen mit k und enden auf 1. Da xx und xn jetzt benachbart sind, müssen
diese Folgen ausgeschlossen werden. Somit ist tn sn — 2 hn, und es genügt, hn zu bestimmen.

Bedeuten c (n, i) die Anzahlen der zulässigen linearen Folgen, welche mit 1 beginnen und
auf i enden (i 0,..., k), so ist hn c (n9 k). Für n > 2 gewinnt man

c(n + 1,0)= Ic(n,i) (3)
i 0

und

c(n + l,i) c(n+ 1,0)-c(n,k + 1 -i), i l9...,k. (4)

Aus (3), (4) leitet man die Relationen

c(i,l) — c(i,k)=l für i 2, ...,n + 1

c(n,k) c(n + l,0)-c(n+ 1,1)

c(n + l9i)-c(n + 1,1) c(n9k)- c(n9k + 1 -i) c(n- l,i)-c(n- 1,1)

__
(c (2, i) - c (2,1) 0 (n + l gerade)

~ \c(2,k) - c(2,k+ 1 - i) - 1 (n + l ungerade), 2 < i < k - 1

her. Mit Hilfe dieser Relationen findet man

/ i. / i i * \2-k (n ungerade)
htt+x=kc(n,k) + c(n,k-l) + k-l + < * '

(0 (n gerade)

~khn + hn.x+k-l+(k-2)(-l+(-l)n)/2.
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Für gn 2hn gilt dann

gn + x k gn + gn _ x + k + (- 1)" (k - 2), (5)

9i=92 0 (6)

Die Losung von (5), (6) mittels der formalen Potenzreihe g _£ gm xm ergibt nach einiger
Rechnung m-1

+ (-lf-l(k-2)-k

Schliesslich ist tn sn — g„

Weitere Losungen sandten O P Lossers (Eindhoven, NL), K Schutte (München, BRD)

Aufgabe 1010. Es sei

F(z) fhl+z10*), |2|<1
h=l

Mit e exp (2 n i/99) werde gesetzt

98 oo

G(z) (1/99) EF(^)= ^gkz\ |z| < 1

j=0 k=0

Man zeige, dass gk + 0 fur unendlich viele k und ermittle das kleinste k> 0 mit gk + 0

P Bundschuh, Köln, BRD

Lösung mit Verallgemeinerung. Es sei

F(z)= l\(l+zah); aeN\{l}
fc=i

Mit s exp (2 n i/(a2 — 1)) werde gesetzt

G(z) (l/(a2-l))a__2F(^H Xgkzk
j=0 k=0

Wir zeigen, dass gk + 0 fur unendlich viele k und ermitteln das kleinste positive k mit
9k * 0 Vorab bemerken wir noch, dass man F und G als formale Potenzreihen auffassen
kann, die Bedingung |z| < 1 ist fur die Lösung ohne Bedeutung.



84 El Math Vol 45, 1990

Wir notieren F (z) additiv:

F(z) l+ £ z*' mit
j=i

k=iam+1 für / 2m

i _~ • om (m 0,l,2,...;l<r<2m)+ kr fur ; 2m + r

Im Zahlsystem zur Basis a bestehen die k3 nur aus Ziffern 0 und 1.

Ferner wird

1 °2^2 sk _
(0 für k # 0 (moda2 - 1)

9k a2-l s?o
&S

{1 für k ss 0 (moda2 - 1).

2(a-l)t
Für; 22{a'i)t - 1 (t 1,2,3,...) wird /c. _£ as, eine Zahl, die aus 2(a-l)t Ziffern

s=l
1 und der Endziffer 0 besteht. Ihre «Zweierblockquersumme» beträgt

d(kj) a + (a + l)(at- t - 1) + 1 t(a2 - 1).

Für alle solchen k} gilt k} =d(kj) 0(moda2 — 1) und somit gk l. Jedes k 0 muss
d(k) 0 (moda2 — 1) erfüllen; das kleinste k> 1 muss also möglichst wenig Ziffern ent-

2(a-l)
halten und d (k) a2 — 1 erfüllen. Es lautet somit k X aS-

s-l
In der Originalaufgabe ist a 10 und somit das kleinste positive k

fc=l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 10.

J. Binz, Bolligen

H.-J. Seiffert (Berlin) bemerkt, dass Aufgabe 1010 identisch ist mit Problem 728, Nieuw
Areh. Wiskd., IV Ser., 4/1986, p. 269-270, gestellt von K. Mahler, Lösung von A. A.

Jagers. Weitere Lösungen sandten W. Janous (Innsbruck, A), O. P. Lossers (Eindhoven,
NL), J.-Y. Thibon (Enghien, F).

Aufgabe 1011. Die Funktion /:N -+ M sei folgendermassen rekursiv definiert:

/(1) 1, f(2n) f(n) + g(n-l)9 f(2n + l)=f(n + l) + g(n/2)

für alle neN, wobei #(x) die kleinste Zweierpotenz > x bezeichnet. Man zeige, dass /
involutorisch ist, d.h. dass f(f(n)) n für alle neN gilt.

K. Schütte, München, BRD

Lösung (mit Präzisierung). Für die Intervalle

/p:={n|neN,2p+i<n<2*+1} p« 0,1,2,...



/«)
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lässt sich auf Grund der rekursiven Definition der Funktion / für p > 1 die Beziehung

1

+ 2P~* falls nelp,n ungerade

(1)

falls nelp,n gerade

gewinnen, sodass durch vollständige Induktion mit den Verankerungen / (3) •= f(2) + 2°

2 + 1 3 und f(4) f(2) + 21 2 + 2 4 folgt, dass / eine Permutation auf dem
Intervall Ip ist, wobei seine ungeraden Zahlen genau in die erste Hälfte und die geraden
Zahlen in die zweite Hälfte von Ip abgebildet werden.
Ebenso lassen sich induktiv mit den Verankerungen f(3) 2/(2) — 1 und f(4) 2/(2)
mittels den gegebenen Eigenschaften von f für neIp die Beziehungen

(2-f(n-2p~i)-l falls 2P + 1 < n < 2P + 2P~X

f^~\2-f(n-2p) falls 2P + 2p~i + 1 < n < 2p+i

herleiten, die zeigen, wie die Bilder des Intervalles Ip durch diejenigen von Jp_ x dargestellt
werden: Die Bilder der ersten Hälfte von Ip sind also ungeradzahlig, die der zweiten Hälfte
geradzahlig.
Aus (1), (2) folgt nun wieder induktiv unter Anwendung der gegebenen Definitionen von

/ für 2P + 1 < n < 2p + 2P~l (1. Hälfte von Ip)

f(f(n)) f(2f(n-2p-')-l)
f(f(n-2p-1)) + g(f(n -2p~i)-$ n- 2P~' + 2p~1=n

und für 2P + 2P~x + 1 < n < 2P+ x
(2. Hälfte von Ip)

f(f(n)) f(2f(n-2p)) f(f(n-2p)) + g(f(n-2p)-l) n-2p + 2p n.

Damit ist bewiesen, dass / sogar aufjedem Intervall Ip eine involutorische Permutation
darstellt.

R. Wyss, Flumenthal

Weitere Lösungen sandten P. Bundschuh (Köln, BRD), W. Janous (Innsbruck, A), Kee-
wai Lau (Hong Kong), O. P. Lossers (Eindhoven, NL), H. Widmer (Rieden).

Aufgabe 1012. Für neN, n > 2 sei

In:=](l+xTll2dx.
o

Man gebe mindestens ein Zahlenpaar (r9s) mitr + s an, derart, dass das Verhältnis IJIS
rational ist.

M. Vowe, Therwil
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Lösung: Mit der Substitution x (t/(l - t))1,n (0 < t < 1) erhält man

in -\r{n-^n(i-t)~{n+m2n)dt. (1)
n o

Bezeichnen B (x, y) die Betafunktion und F(x) die Gammafunktion, so erhält man wegen

T(x + y) o

aus (1) für jedes Zahlenpaar (r9s) mit r,s > 2,

///=(s/r)r(1/r)r((r-2)/(2r)) (2)r/s i5/V(l/s)r((s-2)/(2s))' (2)

(2) zeigt, dass IJ1S s/r, falls das Zahlenpaar (r, s) die Gleichung s 2 r/(r — 2) erfüllt. Ein
mögliches Zahlenpaar im Sinne der Aufgabenstellung ist somit (r, s) (3,6).

H.-J. Seiffert, Berlin

Weitere Lösungen sandten P. Bundschuh (Köln, BRD), F. Götze (Jena, DDR), L. Kuipers
(Sierre), O. P. Lossers (Eindhoven, NL; 2 Lösungen), P. Sakmann (Bern), K. Schütte
(München, BRD).

Neue Aufgaben

Die Lösungen sind getrennt nach den einzelnen Aufgaben in Maschinenschrift erbeten bis
10. Dezember 1990 an Dr. H. Kappus. Dagegen ist die Einsendung von Lösungen zu den
mit Problem A, B bezeichneten Aufgaben an keinen Termin gebunden.
Bei Redaktionsschluss dieses Heftes sind noch ungelöst: Problem 601 A (Band 25, S. 67),
Problem 625 B (Band 25, S. 68), Problem 645 A (Band 26, S. 46), Problem 672 A (Band 27,
S. 68), Aufgabe 680 (Band 27, S. 116), Problem 724 A (Band 30, S. 91), Problem 764 A
(Band 31, S.44), Problem 862 A (Band 36, S.68), Problem 872 A (Band 36, S. 175),

Aufgabe 880 (Band 37, S. 93).

Aufgabe 1031. Bezüglich einer reellen Zahl r seien die Polynome /„ (n e N u {0})
folgendermassen rekursiv definiert:

/o l> fi(x) x-r9 fn+x(x) x-fn(x)-fn.x(x) für neN.

Man zeige, dass diese Polynome nur reelle Nullstellen haben, und bestimme in Abhängigkeit

von r das Infimum und das Supremum der Menge aller Nullstellen dieser Polynome.

K. Schütte, München, BRD
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Aufgabe 1032. Man beweise Wenn mit Lr (x, y) die Mittelwertfamihe

-r(x,y)= Y7TTLrln(x/y)

1/r

reR\{0}, x>0,y>0,

bezeichnet wird, dann gilt fur alle reIR\{0} und fur alle positiven reellen Zahlen x und
y mit x + y

y/x~y < \(Lr(x,y) + L_r(x,y)) < ^±_Z

H Alzer, Johannesburg, Sudafrika

Aufgabe 1033. Die Nullstellen des Polynoms

f(x) xn + an_xxn~1 + +axx + a09 n > 2, alle ateIR

seien sämtlich reell Man zeige, dass

2a„_2 <<*„-_ («„-_ + Kl1/n)

Wann genau gilt Gleichheit9
W Janous, Innsbruck, A
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