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Charakterisierungen von nirgends differenzierbaren
WeierstraB3-Funktionen durch Replikativitat

1. Einleitung

Die WeierstraB-Funktionen S, ,;R - R bzw. C, ,:IR > R sind fir0<b<1und a >0
definiert durch

S;p(x)= X b"sin2na"x, C,,(x)= 3 b"cos2ma"x.
n=0 n=0

Es ist klar, dass sie stetig auf R sind.

Weierstral3 ([9], p. 71-74) hat gezeigt, dass C, , nirgends differenzierbar ist, wenn ae N

3n
ungerade und ab > 1 + —2— gilt. Der WeierstraBsche Beweis ist auch in der Arbeit [1] von

du Bois-Reymond wiedergegeben, vgl. dazu Bemerkungen von Weierstral3 selbst ([9],
p. 223 und p. 228).
Im Fall ae N sind die Funktionen S, , und C, , mit ihren Fourierreihen identisch, und
aus allgemeinen Sdtzen von Freud [2] oder Kahane [4] iiber lakundre Fourierreihen folgt
leicht, dass dann S, , und C, , nirgends differenzierbar sind, falls ab = 1 gilt. Hardy [3]
beweist, dass S, , und C, , nirgends differenzierbar sind, falls ab = 1 ist, auch wenn a nicht
ganz ist. Seine Arbeit enthilt weitere Informationen zu diesem Thema, auch historischer
Art.
Wir wollen in dieser Note Charakterisierungen von WeierstraB-Funktionen durch Funk-
tionalgleichungen behandeln. Wir beschrianken uns auf die Diskussion von

S,(x):=85,1(x)= 3 %sin(Zna" x),

a n=0

sind also in dem Grenzfall ab = 1. Die Ubertragung der Resultate auf die Kosinusreihen
C, ist evident.
Als einfiihrendes Beispiel geben wir eine wohlbekannte einfache Charakterisierung von
S, mit Hilfe einer Iterationsfunktionalgleichung:

Satz 1. Fir f:R - R sei | f(x)| £ M, falls |x| = r, und es gelte
f(x)=;11—f(ax)+sin2nx, xeR, 1)

fiir ein a> 1. Dann ist f = §,.
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Beweis. Iteration von (1) liefert fiir beliebiges xeR und ke N:

1 k-11
f)=—=f@x)+ ¥ —sin2na"x.
a n=04

Da f(a* x) beschrinkt fiir k — oo, folgt

k-1 1
f(x)=1lm Y EsinZna"x:Sa(x).

k= o n=0

In Kuczma’s Buch ([5], p. 81-82) findet man Informationen zu der allgemeinen Glei-
chung f(x) =b f(ax) + F(x) und Literaturangaben dazu.
Satz 1 bleibt richtig, wenn nur die aus (1) folgende Beziehung

1 N-11
fX)—=f@x=3% }sinZna”x, x eR, ()
a

n=0
fiir ein festes N € N vorausgesetzt wird. Iteration liefert dann fiir xeR und ke N

1 Nk—-1 1
f(x)=zﬁf(a”"‘x)+ 3> ;—;sin2na"x, also (k> 0)f=8§,.
n=0

Im Gegensatz zu (1) erkennt man in der Version (2) sofort den engen Zusammenhang des
N-11

inhomogenen Terms 3 ——’;sin2na"x mit der zu charakterisierenden Funktion S,.
n=04a

Wir wollen im folgenden S, durch Replikativitatsfunktionalgleichungen charakterisieren.
f: R — C heisst replikativ vom Typ (u,, v,), wenn es komplexe Folgen (¥,) und (v,) gibt,
so dass

1 k-1

fir alle xeR und alle ke N gilt. Grundlegendes iiber stetige replikative Funktionen ist
in der Arbeit [10] von Yoder enthalten.

Im Abschnitt 2 wird der Typ der Replikativitidt von S, festgestellt. Die dabei auftretenden
Funktionalgleichungen sind dann besonders einfach strukturiert, wenn a = p e IP (Menge
der Primzahlen) gilt. Daher werden wir ausschliesslich diesen Fall behandeln. Im Ab-
schnitt 3 werden verschiedene Charakterisierungen von S, gegeben. Insbesondere wird
sich herausstellen, dass S, (bis auf einen konstanten Faktor) die eindeutig bestimmte
stetige Losung eines Systems homogener Funktionalgleichungen der einfachen Bauart

2 f(x;x + B;) =0 ist, wobei a; und B; rationale Konstanten sind.
j=0
Damit ist dann jede stetige Losung f # 0 dieses Systems nirgends differenzierbar.
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2. Die Replikativitiit von S,

Von nun an sei p eine feste Primzahl. Das folgende Lemma ist wesentlich in der Theorie
replikativer Funktionen. Es ist seit langem bekannt. Wir geben seinen kurzen Beweis zur

Bequemlichkeit des Lesens mit an.

Lemma 1. Es sei (a,) eine multiplikative Folge komplexer Zahlen (a,, = a,a,) und g: R - C

erkldrt durch g(x) = Y a,exp(2mivx).
v=1

1k-1 /x+4+m
Dann ist X > g< X ) = a, g(x) fir alle xeR, ke N, also g replikativ vom Typ (a,,0).
m=0

1k—1 1k—1 o
Beweis. — 3 g(x+m)=" >y avexp(Znivx:m)

km:O k km=0 v=1
1 o k-1
=Ev=1avexp(2niv{~)m§0exp<2niv%>
= > a;exp(Rnidx)
i=1

=a; ) a;expnilx).
A=1

k-1
Es wurde benutzt, dass Y exp (Zniv—rg) den Wert k fiir v= Ak und den Wert O fiir

m=0
v=Ak+9,1= 0L k—1, besitzt.
Als Konsequenz ergibt sich ein weiteres Lemma, das wir beim Beweis von Satz 2 und im
Abschnitt 3 zur Konstruktion von Gegenbeispielen benétigen.

Lemma 2. Es sei T eine nichtleere Menge von Primzahlen, M (T) die von T multiplikativ

1
erzeugte Halbgruppe und H . (x):= ) § . ;exp (2 i A x) existiere fiir jedes x e R. Dann gilt
eM(T)

k-1
=0H7(x:m>=HT(x) fir xeR und keM(T) bzw.

k-1
zHT("—*I;-—'E)=0 fir xeR und keN\M(D).
m=0

Beweis. Es gilt Hy(x) = Y a,exp(2mivx) mit einer multiplikativen Folge (a,), nimlich

v=1

a, = % fir Ae M(T) und a, = 0 fiir ue N\M (T). Die Behauptung folgt unmittelbar aus

Lemma 1.
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Satz 2. Es sei peP. Dann erfiillt S, die folgenden Funktionalgleichungen:

fx+1)=f(x), xeR, 4)
f(=x) =—-f(x), xeR, (5)
z f(x+m)=f(X), xeR, ke M({p}), (6)
z f<x+'">=o, xeR, ke N\M ({p}). )

Beweis. (4) und (5) sind klar. Zum Nachweis von (6) und (7) benutzen wir Lemma 2 mit
T = { p} und beachten, dass M (T) = {p";ne N, } gilt. Daher konvergiert die H(x) defi-
nierende Reihe fiir jedes x€R, und wir erhalten

© 1 1
S,(x)= 3 —sin2np"x= 3 —sin2nix=ImH;(x).

n=0p AeM(T)

Die Behauptung unseres Satzes folgt nun durch Vergleich der Imaginérteile.
Wir schreiben von nun an M (p) anstelle M ({ p}).
(6) und (7) besagen, dass S, replikativ vom Typ (u,,0) ist, wobei

1
uk:E fir keM(p) und u,=0 fir kelN\M(p) gilt.

3. Charakterisierungen von S,

Im Gegensatz zur Funktionalgleichung (1) sind (4), (5), (6) und (7) homogen. Bei Charak-
terisierungen von S, mit Hilfe der Gleichungen (4)—(7) bendtigt man eine Normierung,
die den Fall f = 0 ausschliesst. Es bezeichne

FO)= 3 b(f)sin2nvx, by(f)=2(f@sin2zveds,
v=1 0

die Fourierreihe einer Funktion f, die (4) und (5) erfiillt. Dann ergibt sich fiir ' = §, die
Normierung b, (f) = 1. Sie hat den Vorzug, unabhéngig von p zu sein im Kontrast zu der

1 T
ebenfalls moglichen Normierung f (—2——) = sin—.
D p

Satz 3. Es sei pelP, f: R — R stetig, I-periodisch, ungerade mit b, (f) = 1. Gilt dann

Zf<x+m)=f(x) fir xeR sowie {]

Zf(x+m)=0 fir xeR und qeP\{p}, (1D

so ist f=S§,.
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Beweis. Die Funktionalgleichung (I) kann iteriert werden und liefert

X+m
Z f ( ) =f(x) (@)
fiir alle k = p’, re N, also fiir ke M (p). Entsprechend folgt aus (II)
X+m
/() oo .

fir alle ke M (P\{p})\{1}. Nun ist jedes ke N\M (p) ein Produkt der Form i -j mit
ie M(p) und je M (P\{ p})\{1}.
Mit Hilfe von (8) und (9) erhalten wir

1121f<x_|;m) _ ]il iil f(x'*’ll‘*'ﬂ")

X+
; . _ﬂ+m
j_l i—-1 J
=2 2f
p=0m=0

Zf(+ﬂ 0.

Daher folgt aus (I) und (II), dass (8) fiir jede Potenz k von p erfiillt ist und (9)
fir jedes k, das nicht Potenz von p ist. Die Fourierreihe f von f hat die Form

f(x)= X b,(f)sin2nkx. Fiir beliebiges ke M (p) gilt
k=1

bl(f)=2ff(t)sin2nt4t
0

p )sin2ntdt

Lk-t [(t+m
_2] f(
Om=0

k—1 (m+ 1)k
=2kY | f(tnsin2n(kt, —m)dt,

m=0 mfk
1

=2k f(t)sin2nktdt
0

=kbk(f)-

1
Wegen b, (f) = 1 ist also b, (f) = - fiir jedes ke M (p). Dieselbe Rechnung zeigt, dass im
Fall k¢ M (p) gilt: k

kb, (f) = 2f kzlf( )sin2ntdt =0.
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Dabher ist

fx)= % i-sinznkx =5, (x).

keM(p)
Da f stetig, folgt mit dem Satz von Fejér: f(x) = f(x) = S, (x) fir jedes xeR.
Wenn im letzten Satz anstelle b, (f) = 1 die Normierung b, (f) = « + 0 gefordert wird,

erhalten wir f (x) = a S, (x), also das am Schluss der Einleitung angegebene Resultat. Ein
Kommentar zu der Stetigkeitsannahme iiber f findet sich in Bemerkung 4.

Bemerkung 1. Wenn die Voraussetzung (II) aus Satz 3 abgeschwicht wird zu

xX+m

Zf( >=0 fir xelR und qelP\T, (I1%)

wobei T neben p noch wenigstens eine weitere Primzahl enthalt, gilt die Aussage des
Satzes nicht mehr. Es sei etwa T = {p,r} mit reIP. Wir erhalten ein Gegenbeispiel mit
Hilfe von Lemma 2:

[ o]

Gr(x)=ImH;(x)= Y ~1-s1n2)tnx— >

AeM(T)}» uv=0P""

2 v
-sin 27w p*r’ x.

G ist ungerade, 1-periodisch und stetig mit b, (G;) = 1, erfiillt (8) fiir ke M (T) und (9)
fiir ke N\M (T). Es ist klar, dass G + S, gilt.

Bemerkung 2. a) Wir gehen aus von der folgenden Feststellung:
S, ist die einzige stetige, 1-periodische und ungerade Funktion, welche (I) aus Satz 3 und

X+m

f(x) — Zf( )=Sp(x) fir xeR und qelP\{p} (II1)

erfiillt.
Zum Beweis werde g(x):= f(x)— S,(x) betrachtet, wobei f die o.a. Eigenschaften
besitzt. g ist stetig, 1-periodisch und ungerade. Eine leichte Rechnung zeigt, dass

k=1 /x+m
g(x)= gog(

) fiir alle xeR und ke N gilt. Mit der in Satz 3 benutzten Methode

© 1
ergibtsich §(x) = Y b, (g)k—sin 2 nk x fiir die Fourierreihe von g und nach dem Satz von
k=1

Fejér g(x) = bl(g)-—g(l —2x) fir 0<x<1. Da g 1-periodisch und stetig ist, folgt

b,(g) =0 und damit g =0.
b) Die in a) angegebene Charakterisierung von S, hat gegeniiber derjenigen aus Satz 3 den
Vorteil, dass keine Normierung benétigt wird. Dagegen ist das Auftreten der zu charakte-

risierenden Funktion als inhomogener Term in (III) storend (dieser Defekt wird in Satz 5
behoben).
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¢) Ganz im Gegensatz zu der in Bemerkung 1 geschilderten Situation ldsst sich (III) aus
a) noch erheblich abschwichen ohne die Giiltigkeit der Aussage zu beeintriachtigen.
Das besagt

Satz 4. Es sei f: R — R stetig, 1-periodisch und ungerade. Gilt dann

,,g (x:m> — f(x) fir xeR und (I
-l (x+m

f(x)— Zf( p )=Sp(x) fir xeR (II)
m=0

und g€ Q < P, wobei P\Q endlich ist, so folgt f =S,

Beweis. Es sei g(x):= f(x) — §,(x). g ist stetig, 1-periodisch und ungerade. Ferner gilt
wegen (II)

kilg(x:m>=g(x) fir xeR (10)
m=0

und alle ke M (Q). Es sei

q—1
Q*:={qe]P;g(x)= > g(x“;m) fiir alle erR}.
m=0

Dann ist Q < Q*, wie eben festgestellt.

Wir zeigen nun, dass notwendig Q* = IP gelten muss. Andernfalls ist P\ Q* nichtleer, aber
endlich, und wir erhalten einen Widerspruch zu dem folgenden Resultat von Lucht
([6], Satz 6): Es existiert keine stetige, 1-periodische Funktion g, so dass (10) gilt fiir ke R
und nicht gilt fiir keIP\R, falls R = IP, R + IP und IP\R endlich. Aus Q* = IP ergibt sich
aber mit der Argumentation aus Bemerkung 2 a), dass g die Nullfunktion ist. Das war zu
zeigen.

Bemerkung 3. Fiir eine Menge Q von Primzahlen mit p ¢ Q gelte Q € # genau dann, wenn
fir jedes stetige, 1-periodische, ungerade f: R — IR, das (I) aus Satz 4 und (II) fiir ge Q
erfiillt, notwendig f = S, ist. Es ist ein schwieriges, bisher ungelostes Problem, die Menge

1
# zu charakterisieren. Nach Satz 4 gilt Q e 4, wenn IP\Q endlich ist. Ist > — < o0, also
qeQ g
Q nicht «zu gross», so ist Q ¢ .#. Dann ist namlich fir T = Q u {p}

1
Gr(x)= Y -=sin2mix
aeM(T) A

. 1 1\~ :
gleichmissig konvergent auf R wegen Y —=1] (1 - —> <oo. Fi=Gr+5, ist
1eM(T) A qeT q

also stetig, 1-periodisch und ungerade. Nach Lemma 2 und Satz 2 erfiillt F die Beziehung
(I) aus Satz 4 und (1) fiir g Q.
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Aus Ergebnissen von Lucht und Wolke [7] folgt, dass fir Mengen der Form
Q ={qeP; g% 1 mod N} gilt Q ¢ .# und dass [8] zu jeder monoton wachsenden Funk-
1

tiond: R, >R, ein Q¢ .# existiert mit h(x)= Y  — < d(x) fiir hinreichend grosse
x und mit lim h(x) = co. 9=x,9¢P\Qq

Wir kommen nun zuriick auf die Bemerkung 2 b). Wir werden (II) aus Satz 4 ersetzen
durch

f )= Qj_op(":"')wk(x), xeR. (1

Ist f: R — IR stetig, so wird durch (11) eine stetige Funktion ¢,: R — R erklirt. Im Fall
f =S8, ist nach Satz 2 ¢, (x) = §,(x), also b, (¢,) = b, (S,) = 1 fiir ke N\M (p).

Satz 5. Es sei f:IR — R stetig, 1-periodisch und ungerade. Ferner sei

}:f(”"’) f) fir xeR und @

160-E 1(57) =400 sir xem 0

und ke N\M (p). Ist dann b, (¢;) = 1 fiir alle ke N\M (p), so folgt f = S,. (Die Umkeh-
rung dieser Aussage wurde bereits in der Vorbemerkung festgestelit).

Beweis. Erfiillt f die Voraussetzungen des Satzes, so ist fiir xe R und ke N\M (p)

¢k(x+1)—¢k(x)=f(z->—f(-z+1>=0,

¢, ist also ebenfalls 1-periodisch.

1
Wie im Beweis von Satz 3 ergibt sich b,(f) = —b,(f) fir ne M (p). Fir ke N\M (p)
erhalten wir n

by(f) =2 f()sin2ntde
0
2}[2 f(t+m)+¢k(t)]sin2ntdt
0Ol m=0

1 1
=2k(f(t)sin2nktdt +2 ¢, ()sin2ntdt
0 0

=kbk(f)+b1 (¢k)-
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Daher ist die Fourierreihe f von f gegeben durch

T@=b(NS0+ ¥ -

keN\M(p) K

[b;(f)—b,(d]lsin2nkx.

Ist b, (¢,) = 1 fiir alle ke N\ M (p), so ergibt sich

1
F@)=b,(NS)+ B, (NH=1) T eSm2nkx =b, (f)5,(x) + hx).

keN\M (p)

Die Reihe h(x) konvergiert fiir jedes x € IR. Nach dem Satz von Fejér ist f (x) = f (x). Also
ist h= f — b, (f)S, stetig. Das ist nur dann der Fall, wenn b, (f) = 1 gilt. Dann ist aber
f=5,.

Bemerkung 4. Wir zeigen noch, dass die Stetigkeitsannahme iiber f in dem Charakterisie-
rungssatz 3 nicht wesentlich abgeschwicht werden kann. Dazu sei Sy (x):= S, (x), falls x
irrational und Sy (x):=0, falls x rational. Es gilt SyeL'[0,1] fir jedes r>0 und
b, (Sy) = 1; Sy ist 1-periodisch sowie ungerade, und Sy erfiillt die Gleichungen (I) und (II)
aus Satz 3. Wegen

1 T 1
S|—]=sin—%S*—] ist S*=%S .
”<2p> smp# <2p> 18 p=t= .

Ganz entsprechend kann in Satz 5 die Annahme, dass f stetig auf [0, 1] ist, nicht ersetzt
werden durch feL[0,1] fiir alle r > 0. Man kann wieder Sy als Konkurrenzfunktion
nehmen. Die damit verbundene Abédnderung der Werte ¢, (x) fiir rationale x beeinflusst
die Fourierkoeffizienten b, (¢,) nicht.

H.-H. Kairies, TU Clausthal
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