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Charakterisierungen von nirgends differenzierbaren
Weierstraß-Funktionen durch Replikativität
1. Einleitung

Die Weierstraß-Funktionen Sa b IR -> IR bzw Ca b IR -* IR smd fur 0 < b< 1 und a > 0
definiert durch

CK OO

Sab(x)= Z bnsm2nanx, Cab(x)= _£ 6"cos271 a"x
n=0 n=0

Es ist klar, dass sie stetig auf IR sind
Weierstraß ([9], p 71-74) hat gezeigt, dass Ca b nirgends differenzierbar ist, wenn aeN

3ti
ungerade und a b > 1 H gilt Der Weierstraßsche Beweis ist auch in der Arbeit [1] von

du Bois-Reymond wiedergegeben, vgl dazu Bemerkungen von Weierstraß selbst ([9],

p 223 und p 228)
Im Fall aeN sind die Funktionen Sa b und Ca b mit ihren Founerreihen identisch, und
aus allgemeinen Sätzen von Freud [2] oder Kahane [4] uber lakunare Founerreihen folgt
leicht, dass dann Sa b und Ca b nirgends differenzierbar smd, falls a b 1 gilt Hardy [3]
beweist, dass Sa b und Ca b nirgends differenzierbar sind, falls a b 1 ist, auch wenn a nicht
ganz ist Seine Arbeit enthalt weitere Informationen zu diesem Thema, auch historischer
Art
Wir wollen in dieser Note Charakterisierungen von Weierstraß-Funktionen durch
Funktionalgleichungen behandeln Wir beschranken uns auf die Diskussion von

oo x

Sa(x) =Sak(x)= £ -sin(27.a"x),
a n=oan

sind also in dem Grenzfall ab — t Die Übertragung der Resultate auf die Kosinusreihen
Ca ist evident
Als einführendes Beispiel geben wir eine wohlbekannte einfache Charakterisierung von
Sa mit Hilfe einer Iterationsfunktionalgleichung

Satz 1. Fur f R -> IR sei \f(x)\ M, falls \x\ r, und es gelte

f(x) -f(ax)+ sin2nx, xeR, (1)

für ein a > 1 Dann ist f Sa
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Beweis. Iteration von (1) liefert für beliebiges xeR und /ceN:

1 k-i i
f(x) -rf(akx)+ _£ — sin2nanx.

er n=oan

Da f(ak x) beschränkt für k -> oo, folgt

ic-i i
/(x)=lim _T —sin27ianx Sa(x).

k-*oo w 0 Cl"

In Kuczma's Buch ([5], p. 81-82) findet man Informationen zu der allgemeinen
Gleichung f(x) bf(ax) + F(x) und Literaturangaben dazu.
Satz 1 bleibt richtig, wenn nur die aus (1) folgende Beziehung

f(x)--^f(aNx)= £ ^sin27rawx, x eR, (2)
a n=o a

für ein festes _VeN vorausgesetzt wird. Iteration liefert dann für xeR und feeN

1 Nk-l \
/(*) "An./>***)+ Z -sin27canx, also (k -» oo)/ Sa.

a „=o an

Im Gegensatz zu (1) erkennt man in der Version (2) sofort den engen Zusammenhang des

N-l 1

inhomogenen Terms 2. ~sin27ianx mit der zu charakterisierenden Funktion Sa.
«=o an

Wir wollen im folgenden Sa durch Replikativitätsfunktionalgleichungen charakterisieren.

/: R -+ C heisst replikativ vom Typ (uk9 vk)9 wenn es komplexe Folgen (uk) und (vk) gibt,
so dass

^l?>(iT")-"'/W + - (3)

für alle xeR und alle IceN gilt. Grundlegendes über stetige replikative Funktionen ist
in der Arbeit [10] von Yoder enthalten.
Im Abschnitt 2 wird der Typ der Replikativität von Sa festgestellt. Die dabei auftretenden
Funktionalgleichungen sind dann besonders einfach strukturiert, wenn a peP (Menge
der Primzahlen) gilt. Daher werden wir ausschliesslich diesen Fall behandeln. Im
Abschnitt 3 werden verschiedene Charakterisierungen von Sp gegeben. Insbesondere wird
sich herausstellen, dass Sp (bis auf einen konstanten Faktor) die eindeutig bestimmte
stetige Lösung eines Systems homogener Funktionalgleichungen der einfachen Bauart

n

Z f(<*jX + ßj) 0 ist, wobei a} und ß} rationale Konstanten sind.
i=o
Damit ist dann jede stetige Lösung / 4= 0 dieses Systems nirgends differenzierbar.
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2. Die Replikativität von Sp

Von nun an sei p eine feste Primzahl. Das folgende Lemma ist wesentlich in der Theorie
replikativer Funktionen. Es ist seit langem bekannt. Wir geben seinen kurzen Beweis zur
Bequemlichkeit des Lesens mit an.

Lemma 1. Es sei (av) eine multiphkative Folge komplexer Zahlen (aVfl av aß) und g: R -> C
oo

erklärt durch g(x)= Z av exp (2 n i v x).
v=l

1 fc-i (x + m\
Dann ist - Z 01 I akg(x) für alle xgR, /ceN, also g replikativ vom Typ (ak,0).

L=o \ k

1 k~x fx + m\ 1 k~1 « (^ x + m
Beweis. - _T gl—— 7Z Z <*vexp[ 2ttiv—-

km 0 \ K J /Cm 0v=l V k

1 s L Akz} L ™\
7 Z «vexp 2niv- Z exp 2niv-
kv=i \ Vm o \ k)

— Z aAk exP (2 tc i A x)

% Z ax exP (2 7r i A x).
A=l

Es wurde benutzt, dass Z exp 27ci v — den Wert k für v Xk und den Wert 0 für
m=o V kJ

v Xk + q, 1 =g^k — 1, besitzt.
Als Konsequenz ergibt sich ein weiteres Lemma, das wir beim Beweis von Satz 2 und im
Abschnitt 3 zur Konstruktion von Gegenbeispielen benötigen.

Lemma 2. Es sei T eine nichtleere Menge von Primzahlen, M(T) die von T multiplikativ
1

erzeugte Halbgruppe und HT (x): Z ~ exP (2niX x) existierefür jedes x e R. Dann gilt
XeM{T) X

k_1 ^x + mZ Hjl^-j-^ HT(x) für xgR und keM(T) bzw.
m 0 \ k

z'^rl^T-^V0 für x6lR und ke¥l\M(T).
m 0 \ * /

oo

Beweis. Es gilt HT(x) Z av exp (2 n i v x) mit einer multiphkativen Folge (av)9 nämlich
1

ak j für XeM(T) und aß 0 für peN\M(T). Die Behauptung folgt unmittelbar aus

Lemma 1.
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Satz 2. Es sei p e P Dann erfüllt Sp die folgenden Funktionalgleichungen

/(x + 1) /(*), xeR, (4)

f(-x) =-/(x), xeR, (5)

k_1 /x + m\
^/(-jp) /W, xeR, keM({p}), (6)

fc -1 /y 4- m\
Zof(-T-) 0, xeR, „eN\A_({p}) (7)

Beweis (4) und (5) sind klar Zum Nachweis von (6) und (7) benutzen wir Lemma 2 mit
T {p} und beachten, dass M(T) {pn, neN0} gilt Daher konvergiert die HT(x)
definierende Reihe fur jedes x e R, und wir erhalten

00 1 1

SpW Z -^sm^npnx Z -sm2nXx ImHT(x)
n Op keM(T) X

Die Behauptung unseres Satzes folgt nun durch Vergleich der Imaginarteile
Wir schreiben von nun an M(p) anstelle M({p})
(6) und (7) besagen, dass Sp rephkativ vom Typ (uk,0) ist, wobei

1

uk - fur keM(p) und uk 0 fur ke¥i\M(p) gilt

3. Charakterisierungen von Sp

Im Gegensatz zur Funktionalgleichung (1) sind (4), (5), (6) und (7) homogen Bei
Charakterisierungen von Sp mit Hilfe der Gleichungen (4)-(7) benotigt man eine Normierung,
die den Fall / 0 ausschhesst Es bezeichne

7W= Z M/)sin27ivx, M/) 2f/(f)sin27rvtA,

die Founerreihe einer Funktion /, die (4) und (5) erfüllt Dann ergibt sich fur / Sp die

Normierung bx (/) 1 Sie hat den Vorzug, unabhängig von p zu sein im Kontrast zu der

flebenfalls möglichen Normierung /(\2pJ

\9 K
- 1 sm -
P/ P

Satz 3. Es sei peW, f R -»R stetig, 1-periodisch, ungerade mit bx(/) 1 Gilt dann

p-i fx + m\Z/ =/W fur xe3R some W
m=0 \ P

q-i fx + m\Z/ =° fi" xeR und qe&\{p}> (ii)
m=0 \ q

so ist f Sp
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Beweis. Die Funktionalgleichung (I) kann iteriert werden und liefert

für alle k pr, reN0, also für keM(p). Entsprechend folgt aus (II)

k~x Jx + m\

für alle /ceM(P\{p})\{l}. Nun ist jedes fceN\M(p) ein Produkt der Form i -j mit
ieM(p) und jeM(P\{p})\{l}.
Mit Hilfe von (8) und (9) erhalten wir

m 0 \ IJ / ß 0m 0 \ IJ

X + \l
i i - —— + m

Z SA
ß=0m=0 \ l

-:?>(£r)--
Daher folgt aus (I) und (II), dass (8) für jede Potenz k von p erfüllt ist und (9)
für jedes k, das nicht Potenz von p ist. Die Fourierreihe / von / hat die Form

7(x) Z bk(f)sin2nkx. Für beliebiges keM(p) gilt

1

bx(f) 2\f(t)sin2ntdt
o

1 k-l /t 4-m\
2J Z f[-^--)sm27itdt

Om=0 \ k

k-1 (m+l)/fc
2/c Z J /(Osin2n(fcfm-m)<fem

m 0 m/fc

1

2/cJ/(r)sin27r/crrft
o

kbk(f).
1

Wegen bx (/) 1 ist also bk(f) - für jedes keM(p). Dieselbe Rechnung zeigt, dass im
Fall k$M(p) gilt: k

ik-i /t4-m\
*M/)«2f Z/ -f- sin27itdt 0.

Ow 0 \ K /
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Daher ist

f(x)= Z 7sin27r/cx Sp(x).
keM(p) k

Da / stetig, folgt mit dem Satz von Fejer: f(x) J(x) Sp(x) für jedes xeR.
Wenn im letzten Satz anstelle bx(f) l die Normierung bx(/) a =j= 0 gefordert wird,
erhalten wir /(x) aSp(x), also das am Schluss der Einleitung angegebene Resultat. Ein
Kommentar zu der Stetigkeitsannahme über / findet sich in Bemerkung 4.

Bemerkung 1. Wenn die Voraussetzung (II) aus Satz 3 abgeschwächt wird zu

q -1 (% + m\
Z / =0 für xeR und qeF\T, (II*)

m=o \ q

wobei T neben p noch wenigstens eine weitere Primzahl enthält, gilt die Aussage des

Satzes nicht mehr. Es sei etwa T {p,r} mit r e P. Wir erhalten ein Gegenbeispiel mit
Hilfe von Lemma 2:

1 *> 1

GT(x) lmHT(x)= Z -sin2Xnx= Z -sin27rpMrvx.
XeM(T)X ji,v 0PMr

Gr ist ungerade, 1-periodisch und stetig mit bx (GT) 1, erfüllt (8) für keM(T) und (9)
für /ceN\M(T). Es ist klar, dass GT + Sp gilt.

Bemerkung 2. a) Wir gehen aus von der folgenden Feststellung:
Sp ist die einzige stetige, 1-periodische und ungerade Funktion, welche (I) aus Satz 3 und

_ - i (% + m\/(*)-!/ =W für xeR und aeF\{p} (ni)
m=o \ q J

erfüllt.
Zum Beweis werde g(x):= f(x) — Sp(x) betrachtet, wobei / die o.a. Eigenschaften
besitzt, g ist stetig, 1-periodisch und ungerade. Eine leichte Rechnung zeigt, dass

*-* fx + m\
9(x)= Z 9 \ J für alle xeR und k e N gilt. Mit der in Satz 3 benutzten Methode

m=o \ k /
1

ergibt sich g (x) Z bx(g)-sin2nkx für die Fourierreihe von g und nach dem Satz von
*=i k

Fejer _/(x) ^(0) -^(1 — 2x) für 0<x<l. Da g 1-periodisch und stetig ist, folgt

bx (g) 0 und damit g — 0.

b) Die in a) angegebene Charakterisierung von Sp hat gegenüber derjenigen aus Satz 3 den

Vorteil, dass keine Normierung benötigt wird. Dagegen ist das Auftreten der zu
charakterisierenden Funktion als inhomogener Term in (III) störend (dieser Defekt wird in Satz 5

behoben).
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c) Ganz im Gegensatz zu der m Bemerkung 1 geschilderten Situation lasst sich (III) aus
a) noch erheblich abschwachen ohne die Gültigkeit der Aussage zu beeinträchtigen
Das besagt

Satz 4. Es sei f R -> R stetig, 1-periodisch und ungerade Gilt dann

p~l fx + m\Z/ =/(x) für xeR und (I)
m=0 V P /

9-1 (x + m\
f(x)~ Z/ )=Sp(x) fur xeR (II)

m=o \ q

und q e Q c: P, wobei P\ß endlich ist, so folgt f Sp

Beweis Es sei g(x) =f(x) — Sp(x) g ist stetig, 1-periodisch und ungerade Ferner gilt
wegen (II)

k-i fx + m\
I.o9\—£-)=g(x) für xeR (10)

und alle k e M (Q) Es sei

c q - 1 /x i m\
Q* ={qeW,g(x)= Z 9\ fur alle xeR

{ m=o \ q J

Dann ist Q c ß*, wie eben festgestellt
Wir zeigen nun, dass notwendig ß* P gelten muss Andernfalls ist P\ß* nichtleer, aber
endlich, und wir erhalten einen Widerspruch zu dem folgenden Resultat von Lucht
([6], Satz 6) Es existiert keine stetige, 1-penodische Funktion g9 so dass (10) gilt fur /ceR
und nicht gilt fur /ceP\R, falls R c P, R + P und P\R endlich Aus ß* P ergibt sich
aber mit der Argumentation aus Bemerkung 2 a), dass g die Nullfunktion ist Das war zu
zeigen

Bemerkung 3. Fur eine Menge ß von Primzahlen mit p $ ß gelte ß e M genau dann, wenn
fur jedes stetige, 1-periodische, ungerade / R ->R, das (I) aus Satz 4 und (II) fur ^eß
erfüllt, notwendig / Sp ist Es ist ein schwieriges, bisher ungelöstes Problem, die Menge

1

Jt zu charakterisieren Nach Satz 4 gilt QtM, wenn P\ß endlich ist Ist Z - < oo, also
qeQq

Q nicht «zu gross», so ist Q$J( Dann ist namhch fur T ß u {p}

1

Gr(x)= Z -sm2nXx
AeM(T) X

i f rr1
gleichmässig konvergent auf R wegen Z T=nU — <ooF=Gr + Spist

AeMCD X qeT\ qj
also stetig, 1-penodisch und ungerade Nach Lemma 2 und Satz 2 erfüllt F die Beziehung
(I) aus Satz4 und (II) fur ^eß
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Aus Ergebnissen von Lucht und Wolke [7] folgt, dass für Mengen der Form

ß {q e P; q ^ 1 mod _V} gilt ß $ M und dass [8] zu jeder monoton wachsenden Funk-
1

tion d: R+ -> R+ ein Q$Jt existiert mit h (x) Z ~ _S ^ W für hinreichend grosse
x und mit lim n(x) oo. q^qew\Qq

x-* 00

Wir kommen nun zurück auf die Bemerkung 2 b). Wir werden (II) aus Satz 4 ersetzen
durch

fc-i /x + m\
f(x)~ ZW^-J^M, xeK. (11)

Ist /: R -> R stetig, so wird durch (11) eine stetige Funktion (j>k: R -? R erklärt. Im Fall

/ Sp ist nach Satz 2 (j)k(x) Sp(x), also M0*) bi(sP) 1 für /ceN\M(p).

Satz 5. £s sd /: R -* R stetig, 1-periodisch und ungerade. Ferner sei

p~* (x + m\
z/l—1—}=/W /«r *eR "w<* (i)

m=0 \ P /
fc_1 /x + m\

/W-wZ/(-T-J 0,(x) /fir xeR (II)

wn.. /ceN\M(p). Ist dann bx (<pk) 1 für alle /ceN\M(p), so folgt f Sp. (Die Umkehrung

dieser Aussage wurde bereits in der Vorbemerkung festgestellt).

Beweis. Erfüllt / die Voraussetzungen des Satzes, so ist für xeR und /ceN\M(p)

Mx +1)- **(*) =/ß) -f(z + ») °>

0k ist also ebenfalls 1-periodisch.
1

Wie im Beweis von Satz 3 ergibt sich bn(f) -bx(f) für »eM(p). Für /ceN\M(p)
erhalten wir n

bx(f) 2\f(t)sin2ntdt
o

- 2 j [*?/(nr) + <Pk(t)\iri2ntdt

1 1

2/cJ/(t)sin27t/ctdt-f 2$<l)k(t)sin2ntdt
o o
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Daher ist die Fourierreihe / von / gegeben durch

J{x) b1(f)Sp(x)+ £ V(/)-M*_>]8in2„kx.
fceN\M(p) K

Ist bx((f)k) 1 für alle /ceN\M(p), so ergibt sich

7(x) bx(f)Sp(x) + (bx(f)-l) Z \sin2nkx bx(f)Sp(x) + h(x).

Die Reihe n (x) konvergiert für jedes xeR. Nach dem Satz von Fejer ist f(x) f(x). Also
ist h f — bx(/)Sp stetig. Das ist nur dann der Fall, wenn bx(f) l gilt. Dann ist aber

f-sp.

Bemerkung 4. Wir zeigen noch, dass die Stetigkeitsannahme über / in dem Charakterisierungssatz

3 nicht wesentlich abgeschwächt werden kann. Dazu sei 5* (x): Sp(x), falls x
irrational und S*(x):=0, falls x rational. Es gilt S*eLr[0,1] für jedes r>0 und
bx (S*) 1; S* ist 1-periodisch sowie ungerade, und S* erfüllt die Gleichungen (I) und (II)
aus Satz 3. Wegen

s>{$=™-P*sirP) ist *+s'-

Ganz entsprechend kann in Satz 5 die Annahme, dass / stetig auf [0,1] ist, nicht ersetzt
werden durch /eLr[0,1] für alle r>0. Man kann wieder 5* als Konkurrenzfunktion
nehmen. Die damit verbundene Abänderung der Werte (j)k (x) für rationale x beeinflusst
die Fourierkoeffizienten bx((j)k) nicht.

H.-H. Kairies, TU Clausthal
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