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There is of course an extensive literature on these sums of powers, dating back to the
Bernoullis. In [1], the authors write down explicitly a recurrence for the sequence of
polynomials F, but apparently fail to notice the simple integral expession for it. In [2] and
[3] the integral recurrence is derived but the derivation depends critically on a preliminary
lemma to the effect that the formulas are given by polynomials. In other references (see,

for example, [4] Problems 17.20—17.29) the derivation of a formula for Z j* is made
=1
somewhat more complicated by the objective of expressing the final result

1
F (x)= k_——l-_l[F;Hl (x+1)— K, (0)].

in terms of Bernoulli polynomials FB,.
In contrast, the approach facilitated by our lemma has two clear advantages. First, it
generalizes the result to non-integral exponents a and shows that even in the case of
integral exponents o = k, non-polynomial versions of the formula are available through
different choices of the starting function F,(t) whose values for 0 <t <1 are at our
disposal. Second, given that some result along these lines is possible, there is straight
forward motivation for the formula of the lemma: consideration of asymptotic values
determines the coefficient o + 1 and then consideration of the fact that G(1) =1 must
hold forces the value of B.

G. Gunther, Memorial University of Newfoundland

J. B. Wilker, University of Toronto
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Aufgaben

Aufgabe 1001. Mit den Catalan-Zahlen

1 (2i
CO=77 (il)

und den Stirling-Zahlen zweiter Art

1 g /
S ) =7 3 (=17 (;) (i—s)



24 El. Math., Vol. 45, 1990

bilde man die Zahlen
k . -
AKk)= > (=147 C>E) Sk, i) .
i=1

Man beweise 4(2n)=0 fiir n=1,2,3,....
J. Binz, Bolligen

Solution. We shall determine A (k) explicitly for all k. Let f(¢) be the exponential generat-
ing function of the sequence (A4 (k)). Then

1

fO=F AM) = T (~1/47C0O it Sl )
k=1 . =1 k=i .

M8

i

Pa=1 (i) (0! i_ 1-}1-(1-¢) _ t
and so

— BZn
A,,00=0, A2n—1)=-2(1-47" —

where B,, is the 2n-th Bernoulli number (n=1,2,...).

A. A. Jagers, Enschede, NL
Weitere Losungen sandten P. Bundschuh (K6in, BRD), J. H. van Lint (Eindhoven, NL),
R. Wyss (Flumenthal).

Aufgabe 1002. Fiir nicht negative ganzzahlige m, n beweise man die folgende Identitit:

min(m,n) (m m+n_k k_min(m,n) m n X
,Eo (k)( m )x - kgo (k)(k)(H—X).

Losung. Die zu verifizierende Identitdt ist symmetrisch beziiglich m und n; denn:

m\ (m+n—k\ (n\(m+n—k

k m ~\k n '
O.E.d.A. konnen wir daher im folgenden n < m voraussetzen. Mit Hilfe der binomischen
Entwicklung erhalten wir fiir die rechte Seite der fraglichen Identitat:

LROEC)-E500)0)-

\

U. Graf, La Neuveville
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Wegen

(G)=C)6)

sowie der bekannten Vandermondeschen Identitit

n (m—k)(n) m <m—k><n> (m+n—k>
> . =2 . )= ; 0<k<n
ji=k \M—] J j=o\m—j J m

ist damit der Nachweis erbracht.
Hj. Stocker, Widenswil

Weitere Losungen standten A. Amman (Yverdon), J. Binz (Bolligen), P. Bundschuh
(Koln, BRD), A. A. Jagers (Enschede, NL), W. Janous (Innsbruck, A), M. E. Kuczma
(Warszawa, Polen), L. Kuipers (Sierre), J. H. van Lint (Eindhoven, NL), O. P. Lossers
(Eindhoven, NL), K. Schiitte (Miinchen, BRD), H.-J. Seiffert (Berlin), H. M. Srivastava
(Victoria, Canada),. J.-Y. Thibon (Enghien, F), M. Vowe (Therwil), P. Weisenhorn
(Achern, BRD), H. Widmer (Rieden), R. Wyss (Flumenthal).

Aufgabe 1003. Fir x=(x,,..., x,), y=(yy,..., ¥, € R bezeichne {x, y) =3 x; y, das ge-
wohnliche Skalarprodukt und | x| =|/ {x, x> die Euklidische Norm. Man zeige, dass

Ix]+ 1yl o
2 Ixllyl

L +
§f|(1—t)x+ty|dt§w.
0

H.-J. Seiffert, Berlin (W)

Losung. Die rechte Hilfte der Behauptung ergibt sich mittels Dreiecksungleichung wie
folgt:

| x| +1y]

[lA=0x+tyldt <[ (=0 |x|+t]y])dt= >
0 0

Da die linke Hilfte bei (x, y> < 0 trivial ist, sei ab jetzt {(x, y) > 0 vorausgesetzt, insbe-
sondere also x, y # 0. Dann ist unter zweimaliger Beriicksichtigung von <{u, v) < |u| |v|

1
| x| } (A=t x+ty|de 2 [ e (=1 x+tyd dt =3 (1x]*+<{x, y))
0 0

1 /| x Iyl <X p
§E<; +1)<x,J’>-— 5 |

Division durch | x| liefert hieraus die linke Haélfte der Behauptung.
P. Bundschuh, Koln, BRD
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Weitere Losungen sandten H. J. Biner (Zermatt), M. Buchwalder (Thalwil), J. Escher
(Solothurn), W. Janous (Innsbruck, A), M. E. Kuczma (Warszawa, Polen), A. Miiller
(Zirich), Kee-Wai Lau (Hong Kong), A. A. Jagers (Enschede, NL), H. Guggenheimer

(New York, USA) O. P. Lossers (Eindhoven, NL), K. Schiitte (Miinchen, BDR), P. Weisen-
horn (Achern, BRD).

Aufgabe 1004. Fiir beliebige n € IN beweise man

n—1
1 (/n+)k)<e(n)“?.
k=0
V. Mascioni, Origlio

Losung mit Verallgemeinerung. Es gilt der folgende

Satz: FuirO<r <1 ist

1
c, = e"exp ([ log(1+x") dx)
0

die kleinste aller positiven Zahlen ¢ mit der Eigenschaft, dass fiir beliebige n € IN die
Ungleichung

n—1
[T (0" +K) < c(n!)
k=0

gilt.

Beweis. Da die Funktion f,(x) = log(1 + x") auf [0, 1] streng konkav ist, gilt

%1- (log(1 +((k—1)/ny) + log(1+(k/nr) < | log(1+x") dx

(k—1)/n

fir alle ne N und ke {1,..., n}. Summation iiber k=1, ..., n liefert
1 n—1 1 1
— ¥ log(1+(k/n)) < [ log(1+x") dx — — log 2
n k=0 0 2n
und nach Anwendug der Exponentialfunktion erhilt man
n—1 1
[T (" +k)y <272 n™exp (n flog(1+x") dx). (1)
k=0 0

Aus der bekannten Stirling-Formel gewinnt man die Ungleichung

Rrent?in"e "<n!,
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womit sich (1) weiter abschédtzen ldsst zu

n—1

T (" + k) <2722 n)~"2 c*(n!Y . )

k=0

Die behauptete Ungleichug folgt offensichtlich aus (2). Es bleibt zu zeigen, dass ¢, im
Sinne des Satzes bestmoglich ist. Aus

1 n-— 1
lim — '3 log((n/ky +1) = { log(x~"+1) dx
0

RTO R k=1
1 1
= [log(1+x") dx —r | log x dx =logc,
0 0

erhilt man

lim ((n! ) (”ﬁl (n’+k')>)1/n= &
n= o k=0

Damit ist der Satz in allen Teilen bewiesen. Q.E.D.

Bemerkung. Elementare Integration liefert ¢, =e, was die Ungleichung des Aufgaben-
stellers ergibt. Allgemeiner ldsst sich zeigen, dass

2p—2 2p—1
cl/(Zp—1)=4eXp( > (“1)k/k>, C1/2p=exl3< > (“1)k—l/k>~

k=1 k=1
H.-J. Seiffert, Berlin

Weitere Losungen sandten P. Bundschuh (Koln, BRD), A. A. Jagers (Enschede, NL),
W. Janous (Innsbruck, A; Verschiarfung), M. E. Kuczma (Warszawa, Polen; Verscharfung),
Kee-Wai Lau (Hong Kong), O. P. Lossers (Eindhoven, NL; Verschiarfung), H.-J. Seiffert
(Berlin; 2. Losung, Verschirfung), Hj. Stocker (Wiadenswil; Verschirfung), J. Y. Thibon
(Enghien, F), H. Widmer (Rieden; Verschirfung), M. Vowe (Therwil).

Neue Aufgaben

Die Losungen sind getrennt nach den einzelnen Aufgaben in Maschinenschrift erbeten bis
10. August 1990 an Dr. H. Kappus. Dagegen ist die Einsendung von Lésungen zu den mit
Problem ... A, B bezeichneten Aufgaben an keinen Termin gebunden.

Bei Redaktionsschluss dieses Heftes sind noch ungelost: Problem 601 A (Band 25, S. 67),
Problem 625B (Band 25, S.68), Problem 645 A (Band 26, S.46), Problem 672 A
(Band 27, S. 68), Aufgabe 680 (Band 27, S. 116), Problem 724 A (Band 30, S. 91), Pro-
blem 764 A (Band 31, S. 44), Problem 862 A (Band 36, S. 68).
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Aufgabe 1025. Gegeben ist die diophantische Gleichung

(x+y+z+1)?=xyzt (1)
a) Man beweise, dass (1) unendlich viele Losungen

(x,y,2,t)e N*

besitzt.
b) Man ermittle alle Losungen von (1), welche den Nebenbedingungen

XxX<y<z<t, xX+y+z=t
genugen.
J. Sandor, Jud. Harghita, Ruménien
G. Berger, Tg-Mures, Ruménien
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Aufgabe 1026. a und b seien positive reelle Zahlen mit a # b, r sei beliebig reell. Man
zeige:

a)Ist r(r—1)2r—1) <0, so gilt

ar+br (aZr—l+b2r~l)l/(2r~1)

1
ar—1+br—1< 2 ()

b) Ist r(r—1)(2r—1) > 0, so gilt (1) mit > statt <.
H.-J. Seiffert, Berlin

Aufgabe 1027. Fiir beliebiges n € N bestimme man die Maéchtigkeiten der folgenden
Mengen:

A, ={(x;,%x5,...,x,)eN"| x,=2n, 2i < x; < x;,, firi=n—1,n-2,...,1},

B,:= {(yu)’z»---,J’zn)ENz"|Y2n=Y2n—1="a 1< Y2-15Y2i<V2i+1

firi=n—1,n-2,...,1}.
J. Binz, Bolligen
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