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Das Volumen spezieller konvexer Polytope

Wihrend der Oberwolfacher Tagung tiber «kKonvexe Korper» im Jahre 1974 wurde das
folgende Problem von E. Heil (siche auch [2], Nr. 23): gestellt: «Sei Q die konvexe Hiille
von d Strecken im R, Ist das Volumen von Q nicht kleiner als das Volumen eines Simplexes
S, welches durch Translate dieser d Strecken mit gemeinsamem Endpunkt definiert ist?»
In der Arbeit [6] gab P. McMullen eine positive Antwort zu einer natiirlichen Verallge-
meinerung dieses Problems, zusétzlich mit Kennzeichnungen des Gleichheitsfalles. Es soll
nun hier ein elementargeometrischer, rein induktiver Beweis zu Heil’s urspriinglichem
Problem vorgelegt werden, d. h. die entsprechend eingeschrinkte Form von McMullen’s
Antwort wird, einschlieBlich der Charakterisierungen des Gleichheitsfalles, elementar
bewiesen.

Fir grundlegende Begriffe und Bezeichnungen sei auf [3] verwiesen. Insbesondere be-
zeichne R?(d >2) den d-dimensionalen euklidischen Raum mit innerem Produkt ¢-,-) und
Einheitssphdre S?~ . Weiterhin steht K* fiir die Menge der konvexen Kérper, d.h. der
kompakten, konvexen Untermengen des R? mit inneren Punkten.

Das dussere (d — 1)-Quermaf V,_, (K, u) von K e K? in Richtung ue §?~! ist der Flichen-
inhalt der orthogonalen Projektion von K in der Hyperebene H,:= {x e R?| {x,u) = 0},
wihrend das innere 1-Quermass V, (K, u) von K beziiglich u die maximale Linge einer
Sehne dieses Korpers in Richtung u angibt (vgl. [1], §7).

Seien nun p und q zwei Randpunkte von K € K? in verschiedenen, parallelen Stiitzhyper-
ebenen dieses Korpers. Wir nennen K einen schiefen Doppelkegel beziiglich der Richtung
u= A(p — q), Ae R\{0}, wenn jeder Randpunkt dieses KSrpers mit wenigstens einem der
Punkte p, g durch eine Randstrecke von K verbunden werden kann.

Wie allgemein bekannt ist (siche z.B. [4]), gilt fiir das Volumen V,(K) eines konvexen
Korpers K e K? und jede Richtung ue S~ ! die Ungleichung

1_
Va(K) 2 = V-1 (K, u) - Vi (K, 1), (1)

QU

Wir werden (1) bestitigen und auBerdem zeigen, dass Gleichheit genau dann gilt, wenn
K schiefer Doppelkegel beziiglich u ist (vgl. auch [5]). Hierfiir sei P = conv { p,q} eine
Sehne von K in Richtung u mit der Linge ¥, (K, u) und E eine beliebige abgeschlossene
2-Halbebene mit der Randgeraden L durch p und g. Die Menge E n K enthilt ein
(moglicherweise entartetes) Dreieck mit Basis P und einem Randpunkt von E N K mit
maximalem Abstand von L als Gegenecke. Mit dem Satz von Fubini erhélt man die
rechte Seite von (1) durch Integration iiber all diesen Dreiecken, und wegen der Konvexi-
tat von K hat man Gleichheit in (1) genau dann, wenn fiir jedes E die Menge E n K mit
dem beschriebenen Dreieck zuammenfalit.
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Das ist offensichtlich dquivalent zu der Eigenschaft von K, schiefer Doppelkegel beziig-
lich u zu sein.

Schliesslich sei L,, ..., L, als System von d Strecken mit d linear unabhingigen Richtun-
gen eingefiihrt. Es gilt nun das folgende

Theorem: Die d-dimensionalen konvexen Korper Q und S seien dem eingangs formulierten
Heilschen Problem entsprechend gegeben. Dann gilt

Va(@) 2 V,(5)>0
mit Aquivalenz der Eigenschaften

(A) Va(Q) = V4(S),
(B) bdQ = u {conv{x,...,x,}|x;erelbd L; mit i=1,...,d},
(C) conv{x,,...,x,; < bdQ gilt fiir alle x,erelbdL; mit i=1,...,d.

Beweis: Die Richtigkeit des Satzes fiir d = 2 als Basis der Induktion iiber d ist klar. Die
Giiltigkeit der Aussagen sei nun fiir den R?~! angenommen, wobei die Punktmengen Q’,
S und L,,...,L,_, entsprechend die Bedingungen des Heilschen Problems erfiillen
sollen und ¥,_, (+) fiir das korrespondierende Volumen steht. Somit gilt im IR?"! die
Ungleichung V,_,(Q) = V,_, (S") mit Aquivalenz von

(A) Va1 (Q) = Vo-1(8),

(B) bdQ' = v {conv{x},...,xj_}|xierelbd L; mit i=1,...,d—1},

(C) fur alle xierelbd L, (i=1,...,d—1) gilt conv{x),...,x,_;} =bdQ.

Da die Richtungen der Strecken L,,..., L, im IR? linear unabhingig sind, kann das
System L, ..., L,_, als Bild von L, ..., L,_, bei orthogonaler Projektion n des R* auf
den (d — 1)-Raum {xeR?|{x,u;> = 0} mit u; = A(y, — z,), A€ R\{0}, interpretiert wer-

den, indem L, = conv {y,, z,} als beliebige Strecke des Originalsystems verstanden sein
soll. Die Induktionsvoraussetzung impliziert nun

Vi 1(Quu) Z Va1 (S, u,) )
mit Gleichheit genau dann, wenn fiir L,, ..., L,_, die Bedingungen
n(Lgj)econv(L,,...,L,_,),

(A"), (B') und (C’) gelten. Dariiber hinaus hat man

Vi(Q,uy) 2 Vi (S,uy) 3)

mit Gleichheit genau dann, wenn (wie im Falle eines Simplexes S) L, eine Sehne maxima-
ler Liange von Q in der Richtung von L, ist. Da jede Facette (d.h. (d — 1)-Seitenfldche)
eines d-Simplexes S genau d Ecken aus der gesamten Eckenmenge (bestehend aus y,, z,
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und d — 1 weiteren Punkten) enthélt, gehoren y, oder z, (oder beide) zu jeder Facette
dieses Polytops. Nach Definition ist S demzufolge schiefer Doppelkegel beziiglich u,, und

1_
Va(S) =3Va—1(S, ug) - V(S,uy) )

mul} gelten. Mit Blick auf (1), (2) und (3) erhilt man also V,(S) < V,(Q). Gleichheit gilt
genau dann, wenn diese auch in jeder der drei Beziechungen (in (1) fiir K = Q) erfiillt ist.
Wir werden nun zeigen, daB somit die Aquivalenz von (A’), (B') und (C') auf die d-dimen-
sionale Konfiguration tibertragen wird. Bezeichnet Z (u,) den Stiitzzylinder (d.h. die Ver-
einigung aller Stiitzgeraden) von Q in Richtung u,, so gilt V,_, (Q,u,) = V,_, (S, u,) genau
dann, falls (B') die Beziehung

(convu {L,,...,L;_1}) " Z(uy)
=u{conv{x,,...,x,_}|x;erelbd L, i=1,...,d — 1} (5)

impliziert und, entsprechend, die schwichere Forderung (C’) auf die Inklusion

conv{xy,...,x4_1} S [(convu {L,,...,L,_})n Z(u,)]
fir alle x;erelbdL;(i=1,...,d—1) (6)

fithrt.

In (3) gilt Gleichheit genau dann, wenn y,, z, in parallelen Stiitzhyperebenen von Q liegen.
Gilt zusitzlich (1), dann muB8 K = Q schiefer Doppelkegel beziiglich u; sein. Aus der
Definition eines solchen konvexen Korpers kann man sofort schlussfolgern, dass genau
alle Punkte der Menge Q n Z (u,) sowohl mit y, als auch mit -, durch im Rand von Q
liegende Strecken verbunden werden konnen. Mit (5), (6) und

(convu{Ly,...,L,_ )N Z(uy) € QnZ(u,)
impliziert diese Eigenschaft die Aquivalenz von (A), (B) und (C).

Horst Martini, Sektion Mathematik, Padagogische Hochschule, Dresden
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