Zeitschrift: Elemente der Mathematik
Herausgeber: Schweizerische Mathematische Gesellschaft

Band: 44 (1989)

Heft: 2

Artikel: Eine Anwendung des Gaul3schen Integralsatzes
Autor: Herold, H.

DOl: https://doi.org/10.5169/seals-41606

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 07.01.2026

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-41606
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

36 El Math,, Vol. 44, 1989

REFERENCES

1 Coxeter H. S. M.: The densities of the regular polytopes. Proc. Camb. Phil. Soc. 27, 201-211, (1931); 28,

509-521 (1932); 29, 1-22 (1933).

Coxeter H. S. M.: Non-Euclidean Geometry, 5th ed., University of Toronto Press, Toronto, 1965.

Coxeter H. S. M.: Twelve Geometric Essays. Southern Illinois University Press, Carbondale, 1968.

Coxeter H. S. M.: Introduction to Geometry, 2nd ed., Wiley, New York, 1969.

Coxeter H. S. M.: Regular Polytopes, 3rd ed., Dover, New York, 1973.

Coxeter H. S. M.: Regular Complex Polytopes, Cambridge University Press, 1974.

Debrunner H. E.: Decomposing orthoschemes into orthoschemes, to appear.

Hess E.: Uber die reguliren Polytope hoherer Art. Sitzungsber. Gesells. Beforderung gesammten Naturwiss.

Marburg, 1885, 31-57.

8a Jamnitzer W.: Perspectiva corporum regularium. Verlag Biermann und Boukes, Frankfurt, 1972. See also El.
Math. 11, 97-100, (1956).

9 Lobachevsky N. I.: Imaginire Geometrie und Anwendung der imagindren Geometrie auf einige Integrale.
Teubner, Leipzig, 1904.

10 Schldfli L.: Gesammelte Mathematische Abhandlungen I. Birkhéduser, Basel, 1950.

11 Schldfli L.: Gesammelte Mathematische Abhandlungen II. Birkh&duser, Basel, 1953.

12 Wills J. M.: Mathematik und Kunst: Die platonischen K&rper. Siegner Studien 35, 17-27, (1983/84).

[c IS B NV N RS A S

© 1989 Birkhduser Verlag, Basel 0013-6018/89/020025-12$1.50 4 0.20/0

Eine Anwendung des Gaullschen Integralsatzes

Mittels einer geeigneten komplexen Formulierung des GauBBschen Integralsatzes fiir die
Ebene werden Formeln fiir die Tragheitsmomente [1*] eines Dreiecks hergeleitet, die in
einfacher Weise lediglich von den Eckpunkten abhidngen.
Mit G werde ein beschrinktes Gebiet in der x, y-Ebene bezeichnet, dessen Rand aus einer
einfach geschlossenen positiv orientierten stiickweise stetig differenzierbaren Kurve 0G
besteht. Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld

(u,v): G—>R?

gilt der Gauflsche Satz:
ou 0O
ﬁ (61; v)dxdy j(udy—-vdx)

und entsprechend erhidlt man fiir das Vektorfeld (v, —u)

ﬁ (—a—-l—)-—-——;)dxdy j'(udx+vdy)
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Die Verkniipfung dieser beiden Formeln, indem man

fimuti i 6__1 0 ,6
=u+iv, z:=x+1iy, 5 =7 \ax 6y

setzt, fihrt zu der Formel

2
222 aay= [ f@az, 1)

G
die offensichtlich fiir jede stetig differenzierbare Funktion f: G—C gilt.

Bemerkung : Fiir eine holomorphe Funktion f ist (aufgrund der Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen)

of _df of
oz dz’ oz

Im folgenden bezeichne D ein Dreieck mit Flicheninhalt |D| und entgegen dem Uhr-
zeigersinn angeordneten Eckpunkten z,, z,, z;.
Durch Wahl von f(z)=z in Formel (1) erhédlt man

ID|=[[dxdy== [ zdz.
D 26D

Die Gerade durch die Punkte a und b (a+b) wird dargestellt durch
Zb—a)={b—-a)z+ab—ab. ()

Deshalb ist

bh—
b —

[T

zdzZ=

zdz=1(b-a)b+a),

N oy T
R Comy

S

so dass
|D|= 2 [(Z; —Z2))(zy + 2)) + (23 — 2,) (25 + 2,) + (2, — Z3) (2, + 25)]

oder

IDI= 5 lz4(72 ~ )+ 22(7 = )+ 232y — 2. 3
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Anwendung von Formel (1) auf f(z)=2z> und Benutzung von (2) und (3) ergeben

24 Z,—2Z Zy—2Z Z, —
—ffz2dxdy=4 | ? dz= ol (z§'-—zi’)+z3 %2 (z‘§—z‘}_)+z1 224 —2%)
1D 8D 2772 3722 1743
zZ,—zZ zZ,—2Z
=z‘1‘( 2.2 1)+z‘2‘(...)+z§(...)
Zy—zZ3 23724
_ z$ 4|D| z5 4|D| z3 4|D|
(zy—z3)(zy—25) i (z2—z3)(z3—2zy) i (23 —z))(z3—2) i
4\D
= li l(zf+z§+z§-l—zlzz+zlz3+zzz3).
Es folgt
2 | D] 2
iz dXdJ’:”_()—[(Zl“’Zz"‘Za) — 212, —Zy 23— Z3Z3]. (4)
D

Durch Vergleich der Imaginérteile in (4) gelangt man zur

Formel fiir das Deviationsmoment von D

|D|
gxydydy_'zz—lm[(h*‘zz‘*’zs) —Zy2;— 2123~ Z3Z3].

Anwendung von Formel (1) auf

d*H(2)
f(Z)———Z deZ ’

wobei H(z)=h(z)(z — z,)(z — z,) (z — z5) mit holomorphem h: D—C ist, ergibt
d3H (z) d’H (z)
H xdy= |z

D Z

&)

Mit Bezug auf (2) erhdlt man durch partielle Integration unter Beachtung von
H(z)=H(z;)=0

z2

{ zH"(2)dz =2

zy 2 1

272

2 G - (22—“3‘—)2 [ H@d

_BTh (2, H'(z,) — 2, H'(z,)).
1

2

.



El. Math., Vol. 44, 1989 39

Durch Verwendung der entsprechenden Werte fiir die Integrale langs der anderen Seiten
von D ergibt sich

[ ZH"(2)dz =1z, H’(zl)(zl —5 22—21)+22H’(22)(...)+Z3H'(z3)(...),

oD

123 2724

und weiterhin mit Heranziehung von (3)

—ni .. 4|D] ( z; H'(zy) Z, H'(zy) Z3 H'(z,) >
H dz = ;
aj;)z () dz i (zy — z3)(z; — z,) * (22 —2z1)(z3—23)  (23—2z1)(z23—2,)

Setzt man die rechte Seite in (5) ein und beachtet die Definition von H, gelangt man zu
dem Ergebnis

3

d
§ 2 (h(2)(z — 2))(z — 2,) (z — 23)) dx dy = 2| D| (2, h(z)) + Z, h(z,) + Z5 h(2,)). (6)

5z
Durch Anwendung von (6) auf h(z)=1 folgt die

Formel fiir den Schwerpunkt von D

1
ngdxdyzé(Z:l‘*'zz‘*'zs)- (7)

Die Anwendung von (6) auf h(z)=z + (z, + z, + z;) ergibt die
Formel fiir das Trdgheitsmoment von D beziiglich der Achse durch den Nullpunkt senkrecht

zu D

1D
[JlzPdcdy =" (12, + 1zl 41zl +lz + 2+ 2 ). ®

Verbindet man (4) und (8), gewinnt man die

Formeln fur die Trdgheitsmomente von D beziiglich der reellen und der imagindren Achse:

D
02 dedy =10 (1202 4120 + 2 41204 2+ 22— 2R (e, 2029,
D
D
[t dedy =Lz, + 122 4123 #1242+ 23 + 2Ry, 22, 2)
D
mit

R(zy,2;,23):= Rel(zy + 2, +23)* — 2,2, — 2, 23— 2, 23].
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Durch die Translation z+z — z, und mit der Bezeichnung
(i=3(z1+2,+23)
fir den Schwerpunkt von D folgt aus (8) die

Formel fiir das Trdgheitsmoment von D beziiglich der Achse durch z, senkrecht zu D

| D]
H‘Z“Zo|zdx‘ly=’_12 (|Z1“Zo|2+|22“20‘2+|23“20‘2)+%|D|Ic—20|2,
D
©)
insbesondere beziiglich der Achse durch den Schwerpunkt
2 d — |D‘ 2 2 2
1z =1 dxdy =5 (12 =L +lz, =P 1z = C ).

Aus
|z =P =1(z = zo) — ({ — zp)I?
212—20'2+iC‘“Zo|2"(Z“Zo)(f“z_o)_(z—_fo)@“zo)

erhilt man aufgrund der sich aus (7) ergebenden Formel
g(z—zo)dxdy=(é~zo)ll)l
durch Integration

gIZ-—CIZdxdy=§l§IZ—Zo|2dxd)’+|C-—Zo|2|D|—2|C—Zo|2|D|,

also den Steinerschen Trdgheitssatz [2*]

fl1z—zoPdxdy = [ |z —{|? dx dy +|{ —zo* | D|.

D D

H. Herold, Fachbereich Mathematik,
Universitit Marburg/Lahn
ANMERKUNGEN
[1*] Beziiglich der verwendeten physikalischen Begriffe und Grundtatsachen aus der Mechanik sei etwa verwiesen
auf: Naas J. und Schmid H. L.: Mathematisches Worterbuch, Teubner Stuttgart, Band II.
[2*] Benannt nach J. Steiner, auf dessen geometrische Untersuchungen dieser Satz zuriickgeht (siehe: Jacob

Steiner’s Gesammelte Werke, zweiter Band, Berlin 1882, S. 106T).
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