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Fastpythagoriische Quadrupel

1. In [1] beschreibt O. Frink Methoden, alle Losungen der diophantischen Gleichungen
x% 4 y?> = z* + 1 und x? + y? = z2 — 1 zu finden. Wir 16sen mit anderen Methoden das
analoge Problem fiir vier Variable. Ein Quadrupel (x, y, z, w) natiirlicher Zahlen heisse
fastpythagordisch (FPQ), wenn es eine der beiden Gleichungen

x2+yP+z22=w2+1 (1)
oder
x2+y24+22=wr -1 (2)

erfullt. Gesucht ist ein Verfahren zur Bestimmung aller FPQ. Wir betrachten Losungen,
die nur durch Vertauschung von Komponenten auseinander hervorgehen, als nicht we-
sentlich verschieden.

2. Wir 18sen zuerst (1). Rechnet man modulo 4, so erkennt man, dass x, y,z nicht alle
gerade und nicht alle ungerade sein kénnen.

Fall 1: x,y,w gerade, z ungerade. Der Ansatz (x, y,z,w) = (2a,2b,2c — 1,2 ¢ + 2r) fihrt
auf

_a2+b2___r2
O 2r+1

Fiir jede Wahl von g, b, r mit den Nebenbedingungen a < b, r > 0, r* < a* + b* und
2r + 1|a® + b? — r? erhilt man genau ein FPQ, wie man durch Einsetzen in (1) bestitigt.
Fiir r = 0 ergibt sich so die Schar (2a,2b,2a® + 2b* — 1,2a* + 2b?). (2,6,5,8) ist das
FPQ mit kleinstem w, das nicht zu dieser Schar gehort. Ist (a, b, r + 1) ein pythagordisches
Tripel, so entsteht das triviale FPQ (2a,2b,1,2r + 2). Weitere FPQ finden sich in
Tabelle 1 am Schluss dieser Note.
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Fall 2: x gerade, y, z, w ungerade. Diesmal setzen wir
(x,y,z,w)=2a,2b—1,2c —1,2¢c—1 + 2r)
an und berechnen

c__a2+b(b—1)——r(r—1)_
B 2r ’

offenbar muss a gerade sein. Mit a = 2 e wird

4 tbb—1)—r—1
- 2r )

Diesmal sind e und b beliebig wihlbar; r > 1 muss die Bedingung
2rl4e? +bb—1)—r(r—1)

erfilllen und so klein gewéhlt werden, dass ¢ > b ausféllt (die letzte Bedingung ist beir = 1
stets erfiillt).
Fiir r = 1 ergibt sich so die Schar (4¢,2b — 1,4e* + b(b—1) —1,4e* + b(b — 1) + 1).
(8,3,3,9) ist das kleinste FPQ, das nicht zu dieser Schar gehort. Fiir b = 1 entstehen
. 4e2 —r? 4e* +1? . _ .
triviale FPQ (4 e, . , in denen die erste, dritte und vierte Kompo-
r r

nente ein pythagoréisches Tripel bilden. Weitere FPQ sind in Tabelle 2 zu finden.

3. Die Gleichung (2) lidsst sich analog behandeln. Diesmal miissen x, y, z alle gerade oder
alle ungerade sein.

Fall 1. Mit (x,y,z,w) =(2a,2b,2¢c,2¢c — 1 + 2r) kommt man zu

a4+ b —r(r—-1)
‘= 2r—1 '

FPQ kommen heraus, wenn man a beliebig und b > a wihlt, und dann r > 1 mit
2r —1|a? + b%> — r(r — 1) so klein wihlt, dass ¢ > b ausfillt.

Fiir r = 1 ergeben sich die FPQ (24, 2b, 2a® + 2b?, 2a* + 2b? + 1). Die kleinsten nicht
in dieser Schar auftretenden FPQ sind (4,4,4,7) und (2, 8, 10, 13). Fiir weitere Beispiele
sieche Tabelle 3.

Fall 2: Jetzt fihrt (x,y,z,w) = (2a—1,2b—1,2c —1,2¢ + 2r) auf

cﬁam-n+bw—n+1uﬁ
- 2r + 1 ‘

FPQ entstehen, wenn man a beliebig und b >a wihlt, und dann r >0 mit
2r+1la(@a—1)+ b(b —1) + 1 — r? so klein wihlt, dass b > ¢ ausfillt. Dies geht
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Tabelle 1. . Tabelle 2.

X2 4+ 92+ 22 =w? + 1, X2+ 22 =w? 41,

x, y gerade, z ungerade. x gerade, y, z ungerade.

X y z w b y z w

2 2 3 4 4 1 3 5

2 4 9 10 4 3 5 7

2 6 19 20 4 5 9 11

2 6 5 9 4 7 15 17

4 4 15 16 8 1 15 17

4 6 25 26 8 3 17 19

4 6 7 10 8 3 7 11
8 3 3 9

6 6 35 36

Tabelle 3. Tabelle 4.

x24+yP 4+ 22 =w? 1, x4y + 22 =w? -1,

X, y, z gerade. X, y, z ungerade.

X y z w X y z w

2 2 4 5 1 1 1 2

2 4 10 11 1 3 5 6

2 6 20 21 1 5 13 14

2 8 34 35 1 7 25 26

2 8 10 13 1 7 7 10

4 4 16 17 3 3 9 10

4 4 4 7 3 5 17 18

4 6 26 27 3 7 29 30

sicher fir r = 0, was die Schar
Qa—1,2b—-1,2a(a—-1)+2b(b—-1)+1,2a@—1)+2bb—-1)+2)

liefert. Das kleinste FPQ, das in ihr nicht vorkommt, ist (1, 7,7, 10). Weitere FPQ siehe
Tabelle 4.

4. Das beschriebene Losungsverfahren liefert alle FPQ. Die prazise formulierten und
deshalb etwas kompliziert aussehenden Nebenbedingungen bewirken, dass jedes FPQ
genau einmal vorkommt. In den Tabellen sind fiir jeden der 4 Fille die kleinsten FPQ
dargestelit.

J. Binz, Mathematisches Institut der Universitdt Bern
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