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Didaktik und Elementarmathematik

Eine einfache Konstruktion von Punkten und Tangenten
der Ellipse

Bei der Darstellung eines Kreises k* in allgemeiner Lage durch Parallelprojektion auf
eine Ebene 7 erhilt man in der Regel fiir die Bildellipse k von k* einen Durchmesser
[T, T3] von k mit den beiden parallelen Tangenten ¢; und ¢, in den Ellipsenpunkten T
und T, sowie einen allgemeinen Punkt P von k. Um dann sofort (ohne Ermittlung der
beiden Hauptachsen der Ellipse) beliebig viele weitere Punkte X des Ellipsenbogens
(T PT;) und ihre Tangenten zu konstruieren, kann man den in Figur 1 eingezeichne-
ten, besonders einfachen Weg einschlagen:

Man zeichne zwischen ¢; und ¢, eine beliebige dazu parallele Hilfsgerade h. Die Strah-
len [T, P] und [T,P] schneiden die Hilfsgerade 4 in Punkten H, und H,. Die beiden
Verbindungsgeraden [T} H,] und [T, H,] schneiden sich dann in einem Punkte X des
Ellipsenbogens (T, PT,). Durch verschiedene Wahl der Hilfsgeraden 4 kann man so
beliebig viele Punkte X der Ellipse k erhalten.

Sind weiter S; und S, die Schnittpunkte der Geraden [T, H,] und [T} H,] mit den Tan-
genten ¢; und ¢, und sind M; und M, die Mittelpunkte der Strecken 7S, und 7,S,,
dann liegen die drei Punkte M,, X, M, auf einer Geraden ¢, welche die Tangente der
Ellipse k£ im Punkte X ist [1*].

Weil das Halbieren einer Strecke (Stechzirkel!) einfacher und genauer ist als das Hal-
bieren eines Winkels, ist damit auch eine besonders einfache und genaue Konstruk-
tion der Ellipsentangenten in den Punkten X gewonnen.

Weil die angegebenen Konstruktionen fiir Punkte und Tangenten einer Ellipse affin
invariant sind, geniigt es, ihre Richtigkeit fiir einen Kreis k zu beweisen.

Zum Beweis seien also ¢, und ¢, zwei parallele Tangenten des Kreises &k in den (dia-
metralen) Punkten 7} und T,, ferner P ein fester Punkt von k (Figur 2). Ist dann A
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eine beliebige Parallele zu ¢, und ¢,, dann liefert unsere Konstruktion als Schnittpunkt
X der beiden Geraden [T H;] und [T, H,] einen Punkt X, von dem nun zu zeigen ist,
dass er auf dem Kreis k liegt. Weil nun 4 auf dem Kreisdurchmesser [T T,] normal
steht und weil nach dem Satz von Thales auch die beiden Geraden [T, P] und [T, P]
zueinander normal sind, ist der Schnittpunkt H; von 4 mit der Geraden [T P] der
Hohenschnittpunkt des Dreiecks (T,T,H,); analog ist der Schnittpunkt H, von A mit
der Geraden [T, P] der Héhenschnittpunkt des Dreiecks (7 T, H;). Daher sind auch die
beiden Geraden [T, H,] und [T, H,] zueinander normal und ihr Schnittpunkt X liegt
folglich nach dem Satz von Thales auf dem Kreis k, was zu beweisen war.
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Figur 2. Figur 3. Y s

Die Richtigkeit der Tangentenkonstruktion folgt bei dem Kreis k sofort aus dem Peri-
pherie- und Zentriwinkelsatz (Figur 3). Die Tangente ¢ des Kreises k im Punkte X
schneidet die Tangente 7, von T, in einem Punkte M,, fir den My X =M,T, gilt.
Daher liegt M, auf der Halbierenden des Winkels T,0X. Somit sind die Geraden
[O M,] und [T, X] zueinander parallel. Schneidet dann die Gerade [T, X] die Tangente
t, von T, im Punkte S,, so folgt aus dem Strahlensatz, weil O Mittelpunkt der Strecke
T,T, ist, dass auch der Punkt M, Mittelpunkt der Strecke T, S, ist. Die Tangente ¢ des
Kreises £ im Punkte X enthilt also tatsachlich den Mittelpunkt M, der Strecke 7),.5,.
Schneidet weiter die Tangente ¢, von T, die Gerade [T;X] im Punkte S, so liegt aus
demselben Grunde auch der Mittelpunkt M, der Strecke TS, auf der Tangente t des
Kreises k im Punkte X. Die Tangente 7 von X ist also die Verbindungsgerade der
Punkte M, und M,, was zu beweisen war.

Karl Strubecker, Universitat Karlsruhe

ANMERKUNG
[1*] Ich habe diese einfache Tangentenkonstruktion der Ellipse (die sinngemdB auch fiir die Hyperbel und
Parabel gilt) schon in dem Buche «Vorlesungen iiber Darstellende Geometrie» (Verlag Vandenhoeck und

Ruprecht, Gottingen, 2. Auflage 1960) mitgeteilt.
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