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und damit ([2], Seite 19, Satz 3.2)
S=0(n%log(n/e)) (n— ).
Aufgrund des Hilfssatzes entspringt daraus aber der Widerspruch
n?=0n¥log(n/e)) (n— ).
Aus der Widerlegung der obigen Annahme folgt die Behauptung des Theorems.

H. Bergmann, Hamburg
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ANMERKUNGEN

[1*] Aquivalente Eigenschaft: «a ist Primitivwurzel mod p».

[2*] Esgilt stets: 0 < Q* (a(modp)) =1.

[3*] Fiir reelle Zahlen x sei [x] die groBte ganze Zahl = x.

[4*] AuBer 8= 0 fiir a = 0 (mod 2) gibt es zwei verschiedene Formeln fiir 4, je nachdem a = * 1 (mod 4).
[5*] Die Summe bricht ab, wenn i > log n/log p, und es ist [n/p] = n/p.
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Ganzzahlige planare Darstellungen
der platonischen Korper

Herrn Professor Dr. Jorg M. Wills zu seinem fiinfzigsten Geburtstag

Die fiinf platonischen Korper sind seit mehr als zweitausend Jahren bekannt. Trotz-
dem bleiben auch heute noch immer wieder interessante ihrer Eigenschaften zu unter-
suchen (siche zum Beispiel [2], [3], [4] und fiir historische Anmerkungen [6]).

In dieser Note werden die Graphen der platonischen Korper diskutiert. Diese Gra-
phen sind planar, das heisst, sie lassen sich in der Ebene ohne Uberkreuzungen der
Kanten zeichnen.

Es ist bekannt ([5]), dass sich alle planaren Graphen sogar derart in der Ebene zeich-
nen lassen, dass alle Kanten geradlinig sind. Dariiber hinaus soll nun auch die wei-
tergehende Frage gestellt werden:

Ldsst sich jeder planare Graph in der Ebene so darstellen, dass alle Kanten geradlinig
und von ganzzahliger Linge sind?
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Im folgenden wird diese Frage fiir die speziellen Graphen der platonischen Korper
positiv beantwortet. Weiterhin werden die kleinsten Lingen d der maximalen Kanten-
langen aller solcher ganzzahligen planaren Darstellungen eines platonischen Korpers
bestimmt, das heisst, es werden die kleinsten Beispiele ermittelt.

Figur 1.

16

Satz. Mit d; als Minimum der maximalen Kantenlingen aller ganzzahligen planaren
Darstellungen der Graphen von Tetraeder (i=4), Wiirfel (i=6), Oktaeder (i=3),
Dodekaeder (i =12) oder Ikosaeder (i=20) gelten dy=17, d¢=2, dyg=13, dj3=2 und
d20 = 159.

Beweis. i =6: Aus der Darstellung des Wiirfelgraphen in Figur 2 mit 4 Kanten der
Lénge 2 und 8 Kanten der Linge 1 folgt ds = 2. Es wird nun angenommen, dass eine
Darstellung mit allen Kanten der Linge 1 existiert. Dann muss es zwei Rhomben R,
und R; mit Kantenldngen 1 und mit voneinander verschiedenen Eckpunkten (Knoten
der Graphen) so geben, dass ein Rhombus ganz innerhalb des anderen liegt. Die
kleinsten Innenwinkel der Rhomben seien mit a < f =7 bezeichnet (x=f bedeutet
Kongruenz von R, und Rp). Dann folgt aus den Flicheninhalten F,=sina < Fg=sinpf,
dass Rg nicht innerhalb R,, und aus den Durchmessern (lingsten Diagonalen)
D,=2cos}>Dg=2cos4, dass R, nicht innerhalb R, liegen kann. Durch diesen
Widerspruch ist dg > 1 bewiesen.

i =12: Die Darstellung des Dodekaedergraphen in Figur 4 mit 10 Kanten der Linge 2
und 20 Kanten der Lange 1 beweist d;, = 2. Falls es eine Darstellung mit allen Kanten
der Linge 1 gibt, dann ist ein Fiinfeck mit Flacheninhalt F,, aufgeteilt in 11 sich nicht
iberlappende Fiinfecke mit Flacheninhalten F;, 1 =i=11. Dabei sind alle 12 Fiinf-
ecke einfach zusammenhingend und gleichseitig mit den Seitenldngen 1. Wenn fiir
den Flicheninhalt F eines Fiinfecks dieser Art

~—-—§F§-—Z—tan“— (1)
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Figur 2. 13
Figur 3.

gilt, dann ist durch den Widerspruch

11 & 5 n
4<TV§.S_ZF,-=F,2§—Z-tan"—5—<2 Q)

i=]

auch d,; > 1 bewiesen.

Die Abschidtzung nach oben in (1) entspricht der bekannten Tatsache, dass unter allen
Fiinfecken mit dem konstanten Umfang der Linge 5 das regelméssige Fiinfeck den
grossten Flacheninhalt hat (siehe etwa [1], Seite 9).

Zum Beweis der unteren Abschédtzung in (1) wird ein gleichseitiges, einfach zusam-
menhingendes Fiinfeck in drei Dreiecke mit den Seitenlingen (a, 1, 1), (a, b, 1) und

Figur 4.
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(b, 1, 1) zerlegt, wobei a und b die Lingen der beiden Diagonalen sind, die von einem
Eckpunkt des Fiinfecks mit dem grossten Innenwinkel ausgehen. Unter Benutzung der

Heronischen Formel fiir diese drei Dreiecke ergibt sich der Flicheninhalt F des Fiinf-
ecks zu

b 1
Fe g V=@ 2 V=R + V(@ b1 (1= @) 3

mit2=zazb=0.
Nun werden vier Fille unterschieden:

Fall1: 1 = a= b= 0. Mit der Dreiecksungleichung a+b =1 im Dreieck (a, b, 1) folgt
aus (3)

- a b V3
Fz— —V3z—.
4 V§+ 4 V§ 4
Fall2: J/3=za=1 oder 3=zb=z1. Da f(x)=j):—l/4—-x2 fiir x=)2 sein Maximum
. 3
hat, ist £ (1) = £(}/3) = -K4—— fiir x = a und x = b das Minimum.

Fall3: 2= a= b=3. Aus (3) folgt

FZ——V((2V)2-—1)(1—(2 133 = V11(41f 6) —‘?

Fall4: 2=za=}3 und 1=b. Mit der Dreiecksungleichung a=b+1 im Dreieck
(a, b, 1) folgt aus den ersten beiden Termen rechts in (3)

V 4—(b+1) +— fzi

i =4, 8 und 20: Fir diese drei Zerlegungen der Ebene in Dreiecke wurden die Werte
fiir d; per Computer bestimmt (Amdahl 470 der Technischen Universitidt Braun-
schweig). Die kleinsten Beispiele sind aus den Figuren 1, 3 und 5 zu entnehmen.

Abschliessend sei noch angemerkt, dass die minimalen Beispiele in den Figuren 1, 3
und 5 starr sind, wohingegen die in den Figuren 2 und 4 in sich beweglich sind.

Heiko Harborth, Arnfried Kemnitz, Meinhard Moller, Andreas Siissenbach
Techn. Universitidt Braunschweig
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Some inequalities for the triangle

Notation. g, b, c — sides BC, CA, AB of a triangle ABC; a, §, y — its angles; s — semi-
perimeter; F — area; R — radius of circumcircle; » — radius of incircle; A,, hy, h, —
altitudes; m,, m,, m. — medians and r,, rp, r. — radii of excircles.

Theorem 1. In every triangle the following equalities are valid:

hy+h, " h.+h, 4 h,+ hy _

6 (1)
rq rp Fe
3_‘_1_ ﬂ—y 3_ﬂ_ y—a + 3_):_ (1“ﬂ=_3_~_5'_ 2
cos > cos 5 + cos ) cos 5 cos 5 cos > iR’ 2)
Proof. Since
2F 2F 2F
ha=-——, hb:T, hc=—;- and
F F F
T — = r =-—-——-——’
fa= 2 LA T
we have

hb+h(‘ hc+ha ha+ hb
+ +
rq rp re

(@a(s—a)(b+c)+b(s=b)(c+a)+c(s—c)(a+ b))

abe

(@+b+c-2s(@+b*+c)+2s(ab+bc+ca)).

- abc

\



	Ganzzahlige planare Darstellungen der platonischen Körper

