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Formes quadratiques reelles semi-d6finies.
Demonstration elementaire du critere
des mineurs principaux

1. Introduction

Soit A=(atJ) une nxn matrice reelle symetrique et x'Ax (==YlaijXiXj) la forme
quadratique qui lui est associee, x etant le vecteur colonne dont les coordonnees sont

xi,..., xn et x' le vecteur transpos6 de x. On sait que toute forme quadratique reelle
s'6crit de cette maniere, la matrice symetrique reelle A etant determinee de maniere
unique.
Dans de nombreux domaines, notamment lorsqu'on etudie les extrema d'une fonction
en faisant intervenir ses d6riv6es secondes, on s'interesse aux signes des valeurs que
prend x'Ax pour xeR, c'est-ä-dire qu'on cherche ä savoir si une matrice est definie,
semi-definie ou non definie (cf. definitions 2.2).
Des criteres classiques portant sur les signes de certains mineurs principaux de A
(cf. definition 2.1) permettent de repondre ä cette question (cf. theoremes 3.1, 3.2, 3.1*
et 3.2*).
Alors que le critere pour les matrices reelles symetriques semi-definies positives est

demontre dans les ouvrages classiques soit par des considerations sur les coefficients
du polynöme caractenstique de la matrice concernee ([5]), soit en le deduisant de
celui des matrices reelles symetriques definies positives par des arguments de

continuite ([2], [3], [6]), on se propose, dans ce travail, de le deduire, aussi de ce
dernier critere, mais directement ä l'aide de l'algebre des matrices.
Dans ce but, on demontre d'abord, dans la section 2, quelques resultats sur les

matrices reelles symetriques semi-definies positives (lemme 2.2) et sur les matrices
reelles symetriques (lemmes2.1 et 2.3). Le dernier de ces resultats nous semble

original, ainsi que les demonstrations.
Dans la section 3, on rappelle d'abord, sans demonstration, le critere pour les matrices
definies positives (theoreme 3.1), puis, en utihsant les resultats de la section 2, on
demontre le critere concernant les matrices semi-definies positives (theoreme 3.2). Enfin,
on en deduit les criteres pour les matrices definies et semi-definies negatives (theoremes

3.1* et 3.2*).

2. Definitions et resultats preliminaires

On rappelle d'abord certaines definitions concernant, d'une part, les matrices carrees,
de maniere generale et, d'autre part, les matrices reelles symetriques.
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Definition 2 1 (Sous-matnces et mineurs prmcipaux)

Soit P une matrice carree quelconque On appelle sous-matnce principale de P toute
sous-matnce de P obtenue en suppnmant des lignes et des colonnes de P en meme
nombre et de memes indices et on appelle sous-matnce pnmaire principale toute
sous-matnce principale obtenue en suppnmant les deraieres lignes et les dermeres
colonnes de P, ä partir d'un certain indice
Ainsi, en convenant qu'une matrice carree est elle-meme l'une de ses sous-matnces
pnncipales et pnmaires pnncipales, on constate qu'une nxn matrice a exactement n

-0sous-matnces pnmaires pnncipales et I I sous-matnces pnncipales de format p x p

On dit que des sous-matnces pnncipales _?*, i a, a + 1, a +1, de P forment une
chaine complete (de longueur /+1) si pour tout i a, a + /— 1, _?* est obtenue en

suppnmant une ligne et une colonne de P*+1

Enfin, on appelle mineur (pnmaire) pnncipal, le determinant d'une sous-matnce
(pnmaire) principale

Soit Q une forme quadratique reelle de n variables, A l'unique matrice nxn reelle
symetrique teile que Q (x) x' A x et soit (Rn)* R" - {0}

Definition 2 2 (Classification des formes quadratiques)

a) La forme Q est dite definie positive (respectivement definie negative) si Q (x) > 0

(respectivement si Q (x) < 0) pour tout x e (IR")*
b) Q est dite semi-definie positive (respectivement semi-definie negative) si Q (x) > 0

(respectivement si Q(x)<,0) pour tout xeR" et s'il existe jcg(_R")* tel que
ß(**) 0

c) Q est dite definie non negative (respectivement definie non positive) si Q (x) > 0

(respectivement Q (x) <, 0) pour tout x e IR" Ainsi Q est definie non negative si et
seulement si eile est definie ou semi-definie positive

d) Dans tous les autres cas, c'est-ä-dire s'il existe dans _RW des vecteurs x+ et x~ tels

que Q (x+) > 0 et tels que Q (x~~) < 0, on dit que Q est non definie

On dit que A est definie positive si Q est definie positive, que A est semi-definie
positive si Q est semi-definie positive, ete

Lemme 21

Toute matrice symetrique de rang r a une sous-matnce principale reguliere d'ordre r

Demonstration

Le rang de la matrice etant r, toutes ses colonnes sont combinaisons lineaires de r
d'entre elles, qui sont hneairement independantes Soit i\,i2, ir, les indices de ces

r colonnes independantes
En ajoutant ä chacune des autres colonnes la combinaison adequate de ces r colonnes

independantes, on obtient une matrice de rang r et dont toutes les colonnes sont nulles,
sauf celles d'indices *i, *2> • » h> QU* sont celles de la matrice d'ongme
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En faisant la meme Operation sur les lignes de cette nouvelle matrice, on obtient, par
symetrie, une matrice dont les lignes sont toutes nulles, sauf celles d'indices

ix,i2,...,ir.
Cette matrice est de rang r, ses lignes et ses colonnes d'indices autres que ix,i2,..., ir
sont nulles et les eiements d'indices lignes et d'indices colonnes pris parmi ix,i2,..., ir
sont ceux de la matrice d'origine.
On en deduit immediatement que la sous-matrice principale de la matrice d'origine,
obtenue en supprimant les lignes et les colonnes d'indices autres que ix,i2,..., ir est

reguliere.

Lemme 2.2

Une nxn matrice reelle symetrique A est semi-definie positive si et seulement si les

deux conditions suivantes sont satisfaites:

(1) Elle est singuliere.
(2) II existe une sous-matrice principale de A definie positive et de format rxr, oü

/* rang A (d'apres (1) on a /* < n).

Demonstration

a) On suppose que A est semi-definie positive.
Les valeurs propres de A (qui sont toutes reelles) sont toutes ^ 0, l'une d'entre elles,

au moins, etant nulle. Le determinant de A, qui est egal au produit de ses valeurs

propres, est donc nul. La condition (1) est satisfaite.
La matrice A etant symetrique et de rang r, il existe une sous-matrice principale et

reguliere de A de format rxr (lemme 2.1). Cette sous-matrice est donc semi-definie
ou definie positive, car eile correspond ä la restriction de la forme x' Ax kun sous-

espace de Rn (obtenu en annulant les n — r coordonnees xx dont les indices sont
ceux des lignes et des colonnes supprimees de A). Comme eile est reguliere, eile
n'est pas semi-definie: eile est donc definie. La condition (2) est satisfaite.

b) On suppose que la matrice A satisfait les conditions (1) et (2). On peut supposer de

plus que la sous-matrice principale de A, definie positive et de format rxr, donnee
en (2), est primaire principale. (On se ramene ä cette Situation par une permutation
convenable des lignes de A et de ses colonnes.) Soit Ar cette sous-matrice. On a

lAr D\
donc A I I oü D et C sont de formats respectifs rx(n — r) et (n — r)x(n — r).

If -A~XD\
Soit alors T= I r / C'est une matrice reguliere et on a

\0 ln-r I

1 A1
\0 -DfA-xD + C)'

D'autre part, on a rang (r'_4T) rang A. Comme rang A r, on en deduit
immediatement que

-Ho' :)¦
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T'AT est donc semi-definie positive et il en est de meme de A, puisque T est

reguliere ([3], chapitre 10).

Remarque 2.1

La demonstration donnee en a) permet de montrer que toutes les sous-matrices
principales et regulieres d'une matrice semi-definie positive sont definies positives et

que toutes ses sous-matrices principales et non regulieres sont semi-definies positives.

Lemme 2.3

Si tous les mineurs principaux d'une matrice reelle, symetrique et reguliere sont
positifs ou nuls, alors ils sont tous strictement positifs.

Dimonstration

Si A est de format 1 x 1, la proposition est evidente.

'-MSi A est de format 2x2, on a _4 (^ "), avec a _> 0, c _> 0 et det A ac — b2 > 0. II
en decoule a > 0 et aussi c> 0.

On considere alors le cas general oü A est de format nxn avec n ^ 3: on demontre
d'abord que la sous-matrice primaire principale An-X de A a son determinant
strictement positif.
Pour montrer que det An„x > 0, on remarque d'abord qu'il existe une (n - l)x(n - 1)

sous-matrice reguliere AJ_ x de A obtenue en supprimant la derniere colonne de A et
l'une de ses lignes (Si aucune des n sous-matrices de A obtenues par ce procede n'etait
reguliere, le determinant de A serait evidemment nul). Soit k l'indice de la ligne
supprimee; si k n on a _4*_x _4„_ x et il n'y a rien ä demontrer.
On suppose donc k < n. Les n — 1 vecteurs colonnes de la matrice A*- x formant une
base de Rn~x, on obtient en ajoutant ä la derniere colonne de A une combinaison
lineaire convenable de ses n - 1 premieres colonnes une nxn matrice C dont les n - 1

premieres colonnes sont celles de A et dont la derniere a toutes ses composantes nulles
sauf celle d'indice k. On a donc C (ctJ) avec cl} atJ pour 1 <> i ___ n et 1 __._/ __; n - 1,

cin 0 pour i 4= k et ckn 4= 0.

On voit, par symetrie, qu'en ajoutant ä la derniere ligne de C une combinaison
lineaire de ses n — 1 premieres lignes (les coefficients etant ceux de la combinaison
precedente) on obtient la matrice

0

Ci ckn

\0...cnk...O dnn/

toutes les composantes de la derniere colonne etant nulles, sauf celle d'indice k qui est

egale ä ckn et sauf peut-etre dnn (et de mSrne pour la derniere ligne, avec cnk ckn).
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On a alors det A det D dn„ d6t _4n_i -(cnk)2 det_4j_2, oü _4j_2 est la sous-matrice
principale de A obtenue en supprimant la ligne et la colonne d'indice k de _4„_ x.
Comme det A > 0, on a d„n det _4„_x > (c„k)2 det A*-2.
Comme on a, par hypothese, det A*-2 _> 0 et det An-X _> 0, il decoule de cette inegalite
quedet_4„_! > 0.

On voit alors, soit en faisant le calcul directement, soit en effectuant une permutation
des indices, que le determinant de toute sous-matrice principale d'ordre n — 1 de A est
strictement positif (et pas seulement celui de An-X).
En raisonnant par recurrence, on acheve alors aisement la demonstration.

On deduit immediatement de ce resultat la proposition suivante:

Corollaire 2.1

Une matrice reelle symetrique dont le determinant est > 0 et dont une sous-matrice
principale a son determinant nul a aussi une sous-matrice principale dont le determinant

est < 0.

Remarques 2.2

a) II se peut toutefois que les sous-matrices primaires principales d'une matrice
reelle symetrique de determinant > 0 aient toutes leurs determinants _> 0 Tun d'entre
eux etant nul. Une teile matrice a alors au moins une de ses sous-matrices principales

(non primaires) dont le determinant est < 0.

(1

1 2 3N

2 2 11
3 0 14/

b) La propriete enoncee au corollaire 2.1 n'est pas valable si l'on remplace > 0 et _> 0

par < 0 et!__ 0.

En effet, il existe des matrices reelles symetriques de determinants < 0, dont toutes
les sous-matrices principales ont leur determinant <. 0, Tun, au moins, etant nul.

/0 1 1\
Exemple: I 1 - 1 - 2 I

\l -2 -1/

3. Le critere des mineurs principaux pour les matrices reelles symetriques semi-definies

On rappelle d'abord le critere suivant, qui est classique et dont on trouve une
demonstration dans tous les ouvrages de reference ([1], [2], [3], [4], [5], [6]).

Thioreme 3.1

Une matrice reelle symetrique est definie positive si et seulement si les determinants
de ses sous-matrices primaires principales sont tous strictement positifs.
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Remarque 3.1

En fait, le resultat ci-dessus peut s'enoncer de maniere plus forte de la maniere
suivante:

a) La matrice reelle symetrique A est definie positive s'il existe une chaine complete
de sous-matrices principales de A9 de determinants strictement positifs, la plus
petite de ces sous-matrices etant de format lxl et la plus grande etant la
matrice A.

b) Si A est definie positive, toute sous-matrice principale de A a un determinant
strictement positif et en particulier A est reguliere.

On peut alors demontrer le critere concernant les matrices semi-definies positives.

Theoreme 3.2

Une matrice symetrique reelle non reguliere est semi-definie positive si et seulement
si toutes ses sous-matrices principales ont leurs determinants _> 0.

Demonstration

a) Soit A une matrice symetrique reelle semi-definie positive. Comme on Pa Signale ä

la remarque 2.1, les sous-matrices principales et regulieres de A sont definies
positives; leurs determinants sont donc > 0. Quant aux sous-matrices principales
non regulieres, leurs determinants sont evidemment nuls. Ainsi le determinant de
toute sous-matrice principale est _> 0.

b) Soit A une matrice dont toutes les sous-matrices principales ont leurs determinants

_> 0.

Soit r rang _4; par hypothese r < n.

Alors il existe une sous-matrice principale de A9 reguliere et de format rxr
(lemme 2.1).
Son determinant est > 0 et les determinants de ses sous-matrices principales sont
tous _>0. D'apres le lemme 2.3 et le theoreme 3.1, cette sous-matrice est donc
definie positive et d'apres le lemme 2.2, la matrice A est semi-definie positive.

On deduit aisement de ce theoreme le resultat suivant:

Corollaire 3.1

Une matrice symetrique reelle est definie non negative si et seulement si toutes ses

sous-matrices principales ont leurs determinants _> 0.

Elle est definie positive si eile est reguliere et eile est semi-definie positive sinon.

En remarquant que la matrice A est definie negative (respectivement semi-definie
negative) si et seulement si - A est definie positive (semi-definie positive) et en tenant
compte de la formule det (- P) (- l)k det P9 oü k est Pordre de la matrice carree P9

on obtient, ä partir des theoremes 3.1 et 3.2, les criteres suivants:

Thioreme 3.1*

Une matrice reelle symetrique est definie negative si et seulement si les determinants
de ses sous-matrices primaires principales sont non nuls, ceux de ses sous-matrices
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d'ordres impairs etant negatifs et ceux de ses sous-matrices d'ordres pairs positifs.
(En particulier son determinant est =1= 0.)

Theoreme 3.2*

Une matrice reelle symetrique non reguliere est semi-definie negative si et seulement
si d'une part les determinants de ses sous-matrices principales d'ordres impairs sont
< 0 et si d'autre part ceux de ses sous-matrices principales d'ordres pairs sont _> 0.

Corollaire 3.1*

Une matrice symetrique reelle est definie non positive si et seulement si d'une part les

determinants de ses sous-matrices principales d'ordres impairs sont < 0 et si d'autre
part ceux de ses sous-matrices principales d'ordres pairs sont > 0.

Elle est definie negative si eile est reguliere et eile est semi-definitive negative sinon.

II est alors evident qu'une matrice reelle symetrique est non definie si et seulement si
eile ne satisfait aucun des criteres enonces dans les theoremes 3.1, 3.1 *, 3.2 et 3.2*.
Par exemple, une matrice reelle symetrique ayant une sous-matrice principale d'ordre
pair dont le determinant est < 0, ou ayant deux sous-matrices principales de meme
ordre, l'une de determinant < 0 et l'autre de determinant > 0, n'est pas definie.
De meme, une matrice reelle symetrique reguliere ayant un mineur principal nul n'est

pas definie et par consequent une matrice singuliere ayant une sous-matrice
principale reguliere dont un mineur principal est nul ne Pest pas non plus.

Remarque 2.4

La discussion ci-dessus montre en particulier, qu'une matrice dont le determinant est

> 0 et dont un mineur principal est nul n'est pas definie. Le corollaire 2.1 permet de

predser qu'une teile matrice a un mineur principal < 0.

II semble que cette predsion ne peut etre deduite seulement des quatre criteres
classiques (theoremes 3.1, 3.1*, 3.2 et 3.2*)! Par contre, on peut la deduire de l'etude
des coefficients du polynöme caracteristique de A. On peut aussi comparer avec un
resultat donne en [7] (proposition 2.1).

G. Archinard, Faculte des sciences economiques et sociales, Universite de Geneve
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