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Ein Beweis für die Existenz von Normalbasen
in endlichen Körpern

Ein grundlegendes Resultat der Korpertheorie ist der Satz von der Normalbasis
[4, S 283]

Ist L/K eine endliche galoissche Korpererweiterung mit Galoisgruppe G, so gibt es in L
ein Element x mit der Eigenschaft, daß die Menge {xy\ y e G} der Konjugierten von x
eine Basis des K- Vektorraumes L ist

Die erste Formulierung dieses Satzes wurde 1850 von G Eisenstein [2] fur den Fall
gegeben, daß K ein Korper mit p Elementen fur eine Primzahl p ist Dieser Spezialfall
des Satzes wurde von K Hensel 1888 in [3] bewiesen Den allgemeinen Fall behandelten

E Noether in [6] und M Deuring in [1] In der Folge sind zahlreiche Beweise fur
diesen Satz angegeben worden Eine gute Übersicht uber die Literatur findet man in
[5, S 76]
Wir wollen den Satz zunächst in einer anderen Form aussprechen Dazu sei
R EndKL die /_-Algebra der linearen Abbildungen von L in sich Indem wir / e L
mit der Multiplikation Qj x t-> xl identifizieren, können wir L als Teilnng von R
auffassen Setzt man fur tp e R und l e L nun (pl (pqh so ist R ein L-Vektorraum mit
dimLR dimKL \G\ Nach Dedekinds Unabhangigkeitssatz [4, S 280] ist G eine
L-Basis von R, d h es ist

R GL [YL yl7\l7eL\
l VeG

Mit GK sei die von G erzeugte #-Teilalgebra von R bezeichnet Ist 9? X ylye GL
yeG

R, so ist x(p= Yj xyly fur alle x e L Der Satz von der Normalbasis kann nun auf-
yeG

gefaßt werden als eine Aussage uber die Struktur von L als GA.-Modul

Satz: L ist ein zyklischer GK-Modul, d h es gibt in L ein Element x mit L — xGK

{xv\<pe GK}

Fur den Fall, daß K und L endliche Korper sind, wollen wir diesen Satz mit einer
unseres Wissens unbekannten Argumentation beweisen Dazu seien im folgenden p
eine Primzahl, « eine naturliche Zahl und q =pn Es sei K ein Korper mit q
Elementen und L ein Erweiterungskorper von K von endlichem Grad L K Dann ist
L/K galoissch, und die Galoisgruppe G von L/K ist die von dem Automorphismus
o L -* L, x h> xq erzeugte zyklische Gruppe Da K der Fixkorper von o ist, ist GK
der Zentrahsator von G in R GL, d h GK-{cp\(p e R, cpo= o<p} Ist A^[r] ein
Polynomnng uber K, so ist die Abbildung s K[t] -> GK,f(t) ^f(o) ein Algebrenepimor-
phismus, also GK isomorph zu einem Faktorring von K[t] Insbesondere ist jedes Ideal

/ von GK von einem Element a erzeugt, also I=aGK Fur einen GÄ'-Teilmodul M
von L sei AnGKM {a | a 6 GK, ma 0 fur alle m e M} der Annullator von M in GK,
und fur ein Ideal / von GK sei AnL/ {/| / e L, /* 0 fur alle a e 1} der Annullator
von Im L
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Offenbar ist dann AnGKM ein Ideal von GK und AnLI ein G^T-Teilmodul von L. Wir
bezeichnen allgemein für einen Ring S und einen S-Modul X mit vs(X) den Verband
der S-Teilmoduln von X und zeigen zunächst:

Lemma: Die Abbildungen AnGK: vGK(L) -> vGK(GK) und AnL: vGK(GK) -+ vGK(L) sind
Verbandsantiisomorphismen mit AnLAnGK= idVoK^ undAnGKAnL= idVaK(GK).

Beweis:

(1) Sind Mx, M2e vGK(L) mit MX=:M2, so ist offenbar AnLM! i__ AnLM2; entsprechendes

gilt für AnGA:.

(2) Sei Mex>GK(L). Offenbar ist AnLAnGKM=M. Sei nun /:= J[ (t-m)e L[t].
me M

Aus der Definition von/folgt unmittelbar:

(i) f(t + m)= f(t) für alle m e M.
VüvO + keKistf(kt) J\ (kt-m) k\Ml ü (t-m/k) kf(t). Da/(0) 0 ist,
haben wir m€M m€M

(ii) f(kt) kf(t) für alle k e K.
Für a e L ist h(t) :=f(a + t) e L[t] und -a + M die Menge der Nullstellen von «.
Weiterhin ist nach (i) und (ii) für alle m e M

f(-a + m)=f(-a) -f(a),
d.h. — a + M ist in der Menge der Nullstellen von g(t) :=f(a) + f(t) enthalten, g und
/. sind normiert mit Grad g Grad/= Grad h. Insgesamt ergibt das g « und also

(iii) f(a + t)= f(a) + f(t) für alle a e L.
Sei (p:L-+L definiert durch x9:=f(x). Nach (ii) und (iii) ist tp e R. Wegen M° M
ist f e K[t] und deshalb für alle ae L

ao<p=f(aa^=f(ay=a<po ^

d. h. o(p <po und also (p e GK. Wegen Kern <p M ist (p e AnGKM und AnLAnGKM^ M.

(3) Sei / e vGK(GK). Offenbar ist AnCA:AnL/ ^ /. Sei umgekehrt

ß S yk'y e AnGKknLI und a YL ^s
yeG öeG

mit I=(xGK. Dann ist Kern a AnL/ _ü Kern ß. Also gibt es einen
K-Epimorphismus p: Bild a -* Bild ß mit <x°p ß. Ist (7 ein ^-Komplement von
Bild a in L und A € /_ definiert durch k\v 0 und A|Biida= /^^ so ist ak=ß.
Ferner ist k= YL ^n mit geeigneten lne L. Daher folgt nun Yl yk'y Yl öks

neG yeG ÖeG

' Yl 7'ff- Yl ünk^l^ Yl y( Yl kyn-dX Ein Vergleich der Koeffizienten liefert
neG ö,neG yeG \neG I

ky= Yl kyn-iln, yeG. Dieses lineare Gleichungssystem mit Koeffizienten aus K hat
neG

eine Lösung in L, folglich auch in K. Daher gilt es /c'7' e K mit ky= Yl ky„-ik^.
neG
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Setzen wir S — Yl w^'> so ist olS ß und also ß e aGK= I,d h es ist
neG

AnGKAnLI I

(4) Wegen (2) und (3) sind AnGA: und AnL bijektiv Nach (1) sind beide Abbildungen
Verbandsantiisomorphismen
Das Lemma gilt fur jede endliche galoissche Erweiterung mit abelscher Galoisgruppe
Im Falle nicht endlicher Korper ist uns aber kein Beweis bekannt, der nicht schon die
Isomorphie von L und GK als GÄ^-Moduln, also die Existenz einer Normalbasis,
benutzte

Wir können den Satz fur endliche Korper nun beweisen Sei s K[t] -» GK wie oben
und Kerns fK[t] Ferner sei/=/f1 /flr die Primfaktorzerlegung von/in K[t] Fur
a,be1 bezeichne [a, b] den Verband ({z|zeZ, a^z^b}, max,min) Dann ist

r

vK[t](K[t]/fK[t]) antiisomorph zu dem direkten Produkt JJ [0,a] der Verbände [0,a]

Nach dem Homomorphiesatz fur Ringe ist vGK(GK) _^ vK[t](K[t]/fK[t]), woraus mit
dem Lemma folgt

r

(*) *c*(L)sII[0,a_]

Seien nun M, N verschiedene maximale GAT-Teilmoduln von L Wir setzen
D =Mc\N,M M/D, N N/D und_L LID Wegen (*) sind dann M und _V die

einzigen maximalen Teilmoduln von L Insbesondere sind M und _V nicht GK-\so-
morph Ware namhch cp M-+_V ein GAT-Isomorphismus, so wäre {m + m<p\me M]
ein von Mund N verschiedener maximaler Teilmodul von L
Bezeichnet RadGKL den Durchschnitt aller maximalen GÄ^-Teilmoduln von L, so folgt
nun L/RadGKL Mx 0 ©Af/, wobei M, paarweise nichtisomorphe, irreduzible
<7#-Teilmoduln sind Ist y x + RadGKL so gewählt, dass die M,-Komponente von y
fur alle / e {1, ,/J von 0 verschieden ist, so ist yGK L/RadGKL und daher
xGK+ RadGKL L, woraus bekanntlich xGK L folgt

D Blessenohl und K Johnsen, Math Seminar, Universität Kiel

LITERATURVERZEICHNIS

1 M Deuring Galoissche Theorie und Darstellungstheone Mathematische Annalen 107, 140-144 (1933)
2 G Eisenstein Lehrsatze J f d reine und angewandte Mathematik 39, 180-182 (1850)
3 K Hensel Uber die Darstellung der Zahlen eines Gattungsbereichs fur einen beliebigen Primdivisor

J f d reine und angewandte Mathematik 103, 230-237 (1888)
4 N Jacobsen Basic Algebra I, San Francisco (1974)
5 R Lidl, H Niederreiter Finite Fields Encyclopedia of Mathematics and its Applications, London-Amsterdam

1983

6 E Noether Normalbasis bei Korpern ohne höhere Verzweigung Jfd reine und angewandte Mathematik
167, 147-152(1932)


	Ein Beweis für die Existenz von Normalbasen in endlichen Körpern

