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Den Hinweis auf die undren Algebren als entscheidende Hintergrundstruktur beim Ka-
prekar-Problem verdanke ich W. Deuber in Bielefeld.

M. Jeger
Mathematik-Departement ETH Ziirich
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Typisierung der elliptischen Dreiecke nach der Qualitat
ihrer Winkel und Seiten

In der Theorie der Polyeder in n-dimensionalen Riumen konstanter Kriimmung gibt es
eine Reihe von Problemen, bei denen nicht die genaue Grosse der Polyederinnenwinkel
von Interesse ist, sondern nur deren Qualitdt, d. h. die Eigenschaft, ein spitzer, ein rechter
oder ein stumpfer Winkel zu sein. Zu diesen Problemen gehort beispielsweise die von H.
Hadwiger gestellte Frage nach der Orthoschemzerlegbarkeit von Polyedern (vgl. [5]).
Eine ausfiihrliche Darstellung der qualitativen Winkeleigenschaften euklidischer Sim-
plexe findet sich bei M. Fiedler [3, 4].

Im vorliegenden Aufsatz werden die Moglichkeiten fiir die Existenz und die gegenseitige
Lage spitzer, rechter und stumpfer Elemente (d.h. Winkel und Seiten) bei elliptischen
Dreiecken untersucht.

Es sei € der zweidimensionale Raum mit der konstanten Kriimmung » = 1 (elliptische
Ebene). Im folgenden wird es oft niitzlich sein, an die Einheitshalbsphire mit identifizier-
ten diametralen Randpunkten als ein Modell von € zu denken.

Ein Dreieck in € (elliptisches Dreieck) ist im Unterschied zur euklidischen und hyperboli-
schen Geometrie durch seine drei Eckpunkte nicht eindeutig festgelegt. Sind 4, Bund C
drei Punkte aus € in allgemeiner Lage, dann zerlegen die Geraden g (4, B), g (4,C) und
g (B, C) die Ebene € elementar-geometrisch in vier Dreiecke 4,, 4,, 4, und 4,, die alle die
Eckpunkte 4, B und C besitzen (vgl. Figur 1 sowie [2], S.62; die Darstellung von € in
Figur 1 ist aufzufassen als senkrechte Parallelprojektion des Halbsphdrenmodells auf
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dessen euklidische « Aquatorebene»). Drei Strecken, die paarweise die Punkte A4, Bund C
verbinden, sind genau dann die Seiten eines Dreiecks, wenn es einen Kreis in € gibt, in
dessen Innern alle drei Strecken liegen (vgl. [1]).

Die Geraden in € haben die Linge n. Dreiecksseiten werden als spitze, rechte oder
stumpfe Seiten bezeichnet, je nachdem, ob ihre Lange kleiner, gleich oder grosser 7 /2 ist.

Figur 1

Definition 1. Es sei ¢ diejenige Funktion, die jedem Eckpunkt P jedes Dreiecks 4 ein
geordnetes Zahlenpaar (w, s) zuordnet mit

1 l spitzer
w= 0 <> Der Innenwinkel von 4 bei P ist ein rechter Winkel.
-1 l stumpfer
1 spitze
s = 0 < Die gegeniiberliegende Seite von P ist eine | rechte Seite.
-1 stumpfe

Zwei Dreiecke 4, und 4, heissen genau dann gualitativ gleich, wenn sich ihre Eckpunkte
somit 4,, B, und C, bzw. 4,, B, und C, bezeichnen lassen, dass fiir i = 4, B, C die Identitit

o (i) = ¢ (i,) gilt.

Es ist klar, dass es sich bei der qualitativen Gleichheit um eine Aquivalenzrelation
handelt. Die Aquivalenzklassen sollen als Qualitdtstypen elliptischer Dreiecke bezeichnet
werden.

LQ sei ein Qualitédtstyp und 4 ein Dreieck aus Q mit den Eckpunkten 4, B und C. Dann
wird Q die 3-Auswahl (Kombination der Ordnung 3 mit Wiederholungen)
[0 (4),9 (B),p(C)] aus der Menge der neun geordneten Paare (w,s) mit w,s€{1,0, — 1}
zugeordnet. Da diese Zuordnung offenbar reprisentantenunabhdngig und eineindeutig
ist, ist es moglich, jeden Qualitdtstyp im weiteren durch seine zugeordnete 3-Auswahl zu
symbolisieren. Die Anzahl dieser 3-Auswahlen ist o g 1) = (1;) = 168, so dass es
hochstens 165 Qualitdtstypen elliptischer Dreiecke gibt.

Die vier Dreiecke, in die € durch drei verschiedene Geraden zerlegt wird, werden Neben-
dreiecke genannt (vgl. Figur 1 sowie [2], S.118). Einander entsprechende Seiten zweier
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Nebendreiecke (gemeinsame Trigergerade) ergidnzen sich entweder zu einer vollstandi-
gen Geraden, oder sie sind identisch. Einander entsprechende Winkel (gemeinsamer
Scheitelpunkt) sind entweder Scheitel- oder Nebenwinkel. Folglich erginzen sich die
Grossen einander entsprechender Dreieckselemente entweder zu 7, oder sie stimmen
iiberein.

Hilfssatz 1. Existiert ein Qualitdtstyp Q = [(w,, 5)),(Wy, 8,), (W5, 85)], so existieren auch die
Typen D, = [(Wlasl)’( — Wy, T SZ)’( - W3, - 53)]’ Q" = [( - wla - sl)a (WZ!SZ)’( - W3, - S3)]
und Q" = [(— w,, = 5),(— W, —5,), (W3, 5)].

Beweis: Das Dreieck 4 sei ein Reprdsentant von Q. Aus den oben dargelegten Beziehun-
gen zwischen den Grossen einander entsprechender Elemente von Nebendreiecken folgt,
dass die drei nicht mit 4 identischen Nebendreiecke von 4 Reprdsentanten der Qualitéts-
typen Q', Q" und Q" sind. []

Definition 2. Jeweils zwei von vier Qualitdtstypen, die sich wie die Typen Q,Q’, Q" und
Q" aus Hilfssatz 1 darstellen lassen, werden als Nebentypen bezeichnet. Die 4-Auswahl
[Q,Q,Q", Q"] von Qualititstypen wird Nebentypenauswahl genannt.

Bekanntlich gibt es in € zu jedem Punkt P genau eine Gerade g (Polare) und zu jeder
Geraden g einen Punkt P (Pol), so dass jeder Punkt von g zu P den Abstand = /2 hat und
jede Gerade durch P senkrecht zu g ist. Dieser grundlegende Zusammenhang wird auch
als die Pol-Polare-Beziehung der elliptischen Ebene bezeichnet.

Die aus der projektiven und sphérischen Geometrie bekannte Konstruktion des soge-
nannten Polardreiecks lasst sich auch in € ausfithren (vgl. [6]). 4 sei ein elliptisches
Dreieck mit den Eckpunkten 4, B und C. Die Eckpunkte des Polardreiecks 4’ von 4 sind
dann die Pole 4’, B’ bzw. C’ der Geraden g (B, C), g (4, C) bzw. g (4, B). Die Seiten A'B’,
B'C"und A'C’ von 4’ lassen sich so wihlen, dass die Gleichungen |4'B'| =n — | ¥ ACB|,
|B'C'|=n—| ¥ CAB|und |4A'C’'| = n — | ¥ CBA| gelten. Der Beweis erfolgt wie im spha-
rischen Fall. Die Seitenlingen von 4’ sind also die Supplemente der entsprechenden
Winkelgrossen von 4. Da die Zuordnung von 4 und 4’ offenbar eine involutorische
Abbildung ist, sind andererseits die Winkelgrossen von 4’ die Supplemente der entspre-
chenden Seitenldngen von 4.

Hilfssatz 2. Existiert ein Qualititstyp Q = [(w,,s,),(W,,s,),(W,,5,)], so existiert auch der
Typ Q= [( -8, — wl),( — 8 — Wz),( =8 T W3)].

Beweis: Das Dreieck 4 sei ein Reprisentant von Q. Dann ist das Polardreieck 4’ von 4
wegen der obigen Bemerkungen ein Reprisentant von Q'. [J

Definition 3. Zwei Qualititstypen, die sich wie die Typen Q und Q' aus Hilfssatz 2
darstellen lassen, werden als Polartypen bezeichnet. Die 2-Auswahl [Q, Q'] von Qualitits-
typen wird Polartypauswahl genannt.
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Satz. Es existieren genau die folgenden sechzehn Qualitdtstypen elliptischer Dreiecke :

Q, =[(L,1),(1,1),1,1)], Q, =[(1,1), (1,1), (O,1)],
L, =[(1,1),(L,1D),(— L], Q, =[(L1D), (1,1), (- 1,0)],
Q; =[(1L,D,(1,0,(— 1, = 1], Q =1L,D),1A, - D,(=1, = 1],
; =[(LD,(LD,(—1, = DI, 2 =1[(1,1),(0,0),(0,0)],
=[1LD, (=1L =1,(=1, =D]I,  R,=[1L1),0, —1),(=1, = D],
n- [(0,0),(0,0),( -1, - 1)]’ D12 = [(031)a(— 1, - l)a( — 1, — 1)]a
i3 = [(0,0),(0,0),(0,0)], Qu=(-L-D,(-1-D, (=1 -1)],
5= [(._ I’O)a(— 1, - 1)’(—’ 1, - 1)]’ Dléz [(_ 1’1)’(’— 1, - 1)9(_ 1, = 1)]

Beweis: 1.Existenz. Zunédchst wird die Existenz von fiinf Typen durch Konstruktion
nachgewiesen.

Es seien A ein beliebiger Punkt aus €, B ein Punkt auf der Polaren von A4, 4 die Senkrechte
zu g (A, B) durch A4, C der Schnittpunkt von 4 und der Polaren von 4 und % ein Kreis, in
dessen Innern die Punkte 4, B und C liegen. Die Strecken und die Dreiecke, die im
folgenden im Zusammenhang mit dieser Konstruktion angefiihrt werden, sollen stets
diejenigen sein, die im Innern des Kreises k liegen. D bzw. E seien innere Punkte von 4B
bzw. AC. Da g (E, D) nicht die Polare von A ist, existiert ein Punkt Fim Innern von DE,
fiir den 0.B.d.A. | X AFD| < } gilt. Der Punkt G sei der Durchschnitt von g (4, F) und BC
(vgl. Figur 2).

A

Figur 2

Wird beriicksichtigt, dass 4, B bzw. C die Pole von g (B, C), g (4, C) bzw. g (4, B) sind, so
lasst sich die eindeutig bestimmte Qualitit aller Elemente der Dreiecke ABC, ADF, ABG,
ADE und AEF unmittelbar aus der Konstruktion entnehmen. Es ergibt sich ABCeQ,,,
ADFeQ,,ADE € Q,, ABG €¢Q;, AEF e,

In der Figur 3 sind simtliche Neben- und Polartypbeziehungen, die zwischen den sech-
zehn Typen bestehen, in einem Graphen dargestellt. Die Knoten symbolisieren die
Qualitdtstypen. Eine durchgezogene bzw. gestrichelte Kante zwischen zwei Knoten be-
deutet, dass die entsprechenden Typen Neben- bzw. Polartypen sind. Ist ein Typ zu sich
selbst Neben- oder Polartyp, so wird das durch eine Schleife symbolisiert. Fiir jede der
fiinf Komponenten des Graphen wurde die Existenz eines zugehorigen Typs (unterstri-
chen) durch Konstruktion nachgewiesen. Folglich ergibt sich die Existenz der tibrigen elf
Typen aus den Hilfssdtzen 1 und 2.
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2. Vollstiandigkeit. Die Vollstindigkeit der Typisierung wird unter Verwendung von
trigonometrischen Sdtzen der sphirischen Geometrie bewiesen, die auch in der ellipti-
schen Geometrie gelten (vgl. [6]).

4 sei ein elliptisches Dreieck mit den Winkeln «, f und y und den Seiten a, b und c. Bis auf
Permutation der Bezeichnungen «, # und y gibt es zehn verschiedene Moglichkeiten, die
Qualitat der drei Winkel von 4 auszuwahlen.

1. Fall. In 4 seien zwei Winkel spitz und einer stumpf. O.B.d.A. gelte |a| < 7 /2,|y| <= /2
und |B| > = /2.

1.1. Die Seiten a und c seien spitz. Je nachdem, welche der drei méglichen Qualitidten die
Seite ¢ besitzt, gehort 4 dann zu Q,, zu Q, oder zu Q,.

1.2. Eine anliegende Seite von f sei nicht spitz. O.B.d.A. gelte |c| > n/2. Aus den Kotan-
genssatzen

sinc cotb = cosc cosa + sina cotff
bzw.

sinc cota = cosc cosf + sinf cota

folgt coth < 0 bzw. cota > 0, so dass b stumpf und a spitz ist. Je nachdem, ob ¢ eine
rechte oder eine stumpfe Seite ist, gehort 4 zu Q; oder zu Q.

2. Fall. In 4 seien alle drei Winkel stumpf.

2.1. Alle drei Seiten von 4 seien stumpf. Dann gilt 4 €Q,,.

2.2. 0.B.d.A. sei ¢ nicht stumpf. Aus den beiden oben erwdhnten Kontangenssétzen folgt
dann, dass a und b stumpf sind. Je nachdem, ob ¢ eine rechte oder eine spitze Seite ist,
gehort 4 zu Q5 oder zu Q4.

3. Fall. Die Qualitdt der Winkel von 4 mége einer der iibrigen acht 3-Auswahlen aus {1,0,

— 1} entsprechen. Dann ist die Qualitit aller Dreiecksseiten stets eindeutig mit Hilfe des
cosa + cosf cosy

Winkelkosinussatzes cosa = (und entsprechender Formen fiir cosb

siny sin
und cosc) bestimmbar. 4 gehort dali)n zuﬁeinem der Typen Q,,Q,, Q, Qy, V)0, Q)1 V),
und Q,,. Es existiert demnach kein weiterer Qualitédtstyp. [J
Abschliessend noch einige Folgerungen bzw. Bemerkungen.
1. Aus dem Vollstindigkeitsbeweis geht hervor, dass jede 3-Auswahl von Winkelquali-
taten durch mindestens einen Qualitétstyp realisiert wird. Die entsprechende Aussage fiir
die Seitenqualitdten ergibt sich iiber die Polartypbeziehung.
2. Es gibt genau neun Polartypauswahlen (vgl. Figur 3). Nur die Typen Qqund Q,, sind
jeweils zu sich selbst polar. Fiir die Dreiecke dieser Typen ist die Situation jedoch
unterschiedlich. Wéhrend Dreieck und Polardreieck aus fQ,; identisch sind, brauchen
Dreieck und Polardreieck aus L, trotz ihrer qualitativen Gleichheit nicht einmal kon-
gruent zu sein.
3. Unter den sieben Nebentypauswahlen (vgl. Figur 3) gibt es keine, deren Typen paar-
weise voneinander verschieden sind. Von vier Nebendreiecken sind demnach stets minde-
stens zwei qualitativ gleich.
4. Jeder der Typen Q,,Q,,Q,,Q,, Q,,, Q,,, Qs und Q,, kommt in seiner Nebentypauswahl
nur einmal vor. Folglich sind die Dreiecke dieser Typen durch Angabe der Eckpunkte
und des Typs eindeutig bestimmt. Da die Nebendreiecke jedes Dreiecks aus Q,; nicht nur
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qualitativ gleich, sondern auch kongruent sind, ist jedes Dreieck diesen Typs durch die
Angabe der Eckpunkte und des Typs bis auf die Lage in € eindeutig bestimmt.

5. Jedes der neun geordneten Paare (w,s) mit w,s€{1,0, — 1} kommt mindestens bei
einem Qualitdtstyp vor. Genau die drei Paare (1,0),(1, — 1) und (0, — 1) kommen jeweils
nur einmal vor. Jeder der zugehorigen Typen Q, Q, und Q,, ist demnach schon durch ein
Paar (w, s) festgelegt: Liegt in einem elliptischen Dreieck 4 eine rechte bzw. stumpfe Seite
einem spitzen Winkel gegeniiber, so gilt 4 e Q, bzw. 4 € Qy; liegt in 4 eine stumpfe Seite
einem rechten Winkel gegentiber, so gilt 4 € Q),,.

6. Elliptische Dreiecke treten bei Tetraedern in Rdumen konstanter Kriimmung als
sogenannte Auffangdreiecke auf (vgl. [2], S. 64). Einander entsprechende Winkel an einer
Tetraederecke und im zugehorigen Auffangdreieck haben dieselbe Grosse und damit erst
recht dieselbe Qualitit. Folglich tibertrigt sich die Typisierung der elliptischen Dreiecke
auf die Flichen- und Raumwinkel an Tetraederecken. Diese Aussage ldsst sich verallge-
meinern fiir die Winkel an Dreikantecken von Polyedern in Rdumen konstanter Kriim-
mung. H. Kaiser, Friedrich-Schiller-Universitit Jena
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